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Глава 16. Адаптивные аппроксимации функций:  
        общий подход 

 
16.1. Постановка проблемы 

Важность аппроксимаций при решении научных и прикладных задач свя-
зана с необходимостью замены сложных объектов исследования на более про-
стые. Поэтому отнюдь не кажутся странными слова Нобелевского лауреата Б. 
Рассела: "Хотя это может показаться парадоксальным, вся наука подчинена 
идее аппроксимации" [1]. Появление ЭВМ потребовало большого разнообразия 
различных методов аппроксимации функций, способных адаптироваться к 
внутренним и внешним условиям применения (используемых вычислительных 
средств, решаемых задач, оптимизации погрешности счета, а также учет раз-
личных критериев сложности). Потребность в использовании новых эффектив-
ных алгоритмов постоянно возрастает. Это связано с тем, что "...эффект, дости-
гаемый за счет совершенствования численных методов, по порядку сравним с 
эффектом, достигаемым за счет повышения производительности ЭВМ" [2]. 
Этого эффекта можно добиться за счет совершенствования наиболее массовых 
алгоритмов. В частности, для класса научно-технических задач к таким массо-
вым алгоритмам относятся алгоритмы вычисления математических функций. 

Используемый в настоящее время алгоритмический базис в основном об-
разован множеством конкурирующих алгоритмов. В связи с этим алгоритмиче-
ский базис обладает сравнительно малой мощностью. Для увеличения его мощ-
ности необходимо более широко использовать аппарат порождения, адаптации 
и различных видов обобщения [3]. 

Для ускорения вычислений в этом базисе используются следующие сред-
ства: уменьшение исходного интервала изменения аргумента, распараллелива-
ние вычислений и обеспечение соответствия алгоритма используемым вычис-
лительным средствам. В настоящей работе рассматривается широкий спектр 
методов, имеющих общую направленность: уменьшение исходного интервала 
изменения аргумента, включение различных механизмов адаптации и порожде-
ния, а также, в ряде случаев, – механизмы распараллеливания вычислений. При 
этом используется и обобщается широкий спектр базовых методов аппрокси-
мации функций:  разложение функций в ряд Тейлора-Маклорена [4], двухто-
чечная формула Тейлора [5], разложение по ортогональным многочленам [9], 
минимаксные аппроксимации [10], сегментные (сплайн) аппроксимации [11], 
методы экономизации (Ланцоша [12], Мелли [13], Дзядыка [14]), итерационные 
методы [15], методы "цифра за цифрой" [16], методы табулирования функций 
[17], таблично-алгоритмические методы [18], методы интерполирования [19], 
экономичные методы аппроксимации [20–24], методы рекуррентных соотно-
шений [21–23], методы вычисления обратных функций [21–23] и др. 
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Основная направленность разрабатываемых автором методов и алгорит-
мов состоит в получении адаптивных по времени, данным и точности аппрок-
симаций в виде обобщенных и специальных методов, а также алгоритмов вы-
числения математических функций. Адаптивность к внутренним и внешним 
условиям применения позволяет распараллеливание и мультиконверизацию 
вычислений, использование предыдущих вычислений, работу с инкрементной 
("укороченной") информацией, порождать специализированные алгоритмы, об-
ладающие конкретными свойствами; уменьшать погрешность метода;  контро-
лировать точность вычислений; уменьшать исходный интервал изменения ар-
гумента; уменьшать время вычислений за счет использования асинхронности 
вычислений; оптимизировать начальные (завершающие) приближения и ис-
пользуемую итерационную формулу (ИФ) либо рекуррентное соотношение; 
обеспечивать счет с произвольной разрядностью; согласовывать алгоритм со 
структурой используемых вычислительных средств и т.д. 

Это достигается путем использования статической и динамической адап-
тации к условиям применения, введения новых норм погрешности, использова-
ния невязки уравнения, использования обобщенных функциональных уравне-
ний и получения обобщенных эффективных методов. 

Обобщение полученных автором методов основывается на получении 
общих адаптивных аппроксимаций, включающих исходные базовые методы 
как частные случаи; обобщенных методов для различных применений (прямые 
вычисления, итерационные формулы произвольного порядка сходимости, табу-
лирование и интерполирование функций, таблично – алгоритмические методы, 
методы сегментной аппроксимации, методы динамических вычислений), ис-
пользование обобщенных функциональных уравнений; введение дополнитель-
ных параметров в функциональные уравнения, которые обеспечивают ускоре-
ние сходимости и устойчивости счета. 

Основу большинства таких обобщенных методов составляют разложение 
функций по невязкам [21–23] и обобщенные рекуррентные соотношения для 
счета с переменной точностью [21–23]. 

 
16.2. Адаптивные аппроксимации, основанные на разложении  функ-

ций  по  невязкам 
 

Разложение функций  по невязкам идейно близко к получению базовых 

последовательностей итерационных функций (ИФ), изложенных в работе [15].  

Так, одноточечная ИФ может быть записана в виде )x(x i1i ϕ=+ . Следуя [15], 

базовая последовательность итерационных функций  (БПИФ) – бесконечная 

последовательность ИФ { }ϕ p p=1 ,  p-й член которой имеет порядок p. При  раз-
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ложении  в  ряд  невязок  под  БПИФ  будем понимать одноциклическую  бес-

конечную  либо  конечную  последовательность { ( )}ϕ p p
nz0 1=

∞∨ , где z F x y0 0= ( , )  – 

невязка уравнения F x y( , )=0 ; y0  – начальное приближение; x a b∈[ , ] – аргумент 

искомой функции. 

В тех случаях,  когда существует ИФ для искомой функции,  разложение 
по невязкам эквивалентно БПИФ,  если сделать соответствующие  замены 
( z zi0 = , y yi= +1 , y yi0 = ).  Но и тогда, когда процесс итерирования невозможен 
либо нерационален,  то разложение  искомой функции по невязкам при соот-
ветствующих условиях пригодно для прямого вычисления данной функции.  
При этом невязка и начальное  приближение  выступают в виде адаптивных 
элементов.  Понятие невязки в численных методах используется достаточно 
широко. В общем случае под невязкой приближенного решения понимается ха-
рактеристика качества приближенного решения x уравнения  P(x)=0, которая 
определяется  величиной P(x) или некоторым функционалом    F( P,x). 

Введение в рассмотрение невязки позволило естественным образом по-
лучить обобщение известных базовых методов аппроксимации функций. Ввиду 
того,  что для одной и той же функции невязка может быть получена различ-
ными способами,  это позволяет получить различные адаптивные аппроксима-
ции, включая ИФ произвольных порядков сходимости с различными констан-
тами асимптотики погрешности. 

Еще одним  важным  свойством  разложения функций по невязкам явля-
ется возможность естественным образом  распараллеливать  итеративный про-
цесс как во времени, так и в пространстве. Помимо этого, введение невязки в 
процесс аппроксимации позволило получить [21–23] формулы для табулирова-
ния функций, организацию статического и динамического режимов счета, оп-
тимизировать системы "начальное приближение + ИФ", "начальное приближе-
ние + разложение функции  по  невязкам",  адаптивные сегментные аппрокси-
мации и т.д. 

Важной особенностью невязки является и ее использование для получе-
ния новых норм погрешности и создания специальных метрик при вычислении 
функций [21–23]. 

Благодаря перечисленным выше свойствам, рассмотрение невязок урав-
нения неявной функции и получение разложений функций  по ним позволило 
получить адаптивные аппроксимации для трех уровней адаптации алгоритмов 
[3]: соответствовать конкретному применению, использовать адаптивный эле-
мент внутри алгоритма и возможность порождения широкого спектра алгорит-
мов, обладающих различными свойствами приспособления к условиям приме-
нения. Последний  уровень адаптации позволяет по-новому  взглянуть на  раз-
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витие баз знаний, т.е. создание базы знаний конкретной предметной области, 
основанной на порождающих и конкурирующих алгоритмах [25]. 

Еще одно обобщение,  связанное с разложением функций по невязкам, 
состоит в том, что разложения  функций действительной скалярной переменной 
по невязкам при соответствующих условиях могут сохранять свой вид для мат-
ричных  и комплексных значений аргумента. 

Перечисленные выше свойства разложения функций по невязкам позво-
ляют выступать им в качестве сильнодействующего фактора интенсификации 
процесса вычислений.  

Важнейшим источником получения разложений функций по невязкам и 
БПИФ являются методы решения уравнения 

                                z F x y= =( , ) 0 ,                                                   (16.1) 

которому удовлетворяет функция y=f(x). Это следует из того, что функция  
f E Y: →  задана  уравнением  F x y z( , )= 0 ,  где  F X Y Z: I → , x X∈ , y Y∈ , XE ⊂ . 
Если X,Y,Z – некоторые множества топологического пространства и для неко-
торой точки YXyx I∈),( 00  выполняется условие F x y z( , )0 0 0= , то при выполне-
нии условий теоремы о существовании, непрерывности и дифференцируемости 
неявной функции в некоторой окрестности точки ( , )x y0 0  уравнение  
F x y z( , )= 0 однозначно разрешимо  относительно  одной  из  переменных. Если  
полученная функция бесконечно дифференцируема, что свойственно большин-
ству  элементарных и некоторым специальным функциям, то имеется возмож-
ность получить широкий спектр БПИФ. В  общем  случае такие БПИФ, исполь-
зующие разложение функции по невязкам, основываются на последовательно-
стях коэффициентов { },{ }a bk l  с использованием базиса { }gk  и могут быть 
представлены одним из следующих видов: 

f x y Ф a g zk k( ) ( ) ( , ( ))= ⊗ψ 0 0  

либо 

f x y Ф a g z Ф b g zk k k k( ) ( ) ( , ( )) / ( , ( ))= ⊗ψ 0 0 0 , 

где Ф a g zk k( , ( ))0  может принимать один из следующих видов: 

∑
∞∨

=
⋅=

n

k
zgazgaФ kkkk

0
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где y=f(x);  ⊗  – знак операции сложения/вычитания либо умножения; ∨  – знак 

"исключающего ИЛИ"; z F x y0 0= ( , ) – невязка уравнения F(x,y) = 0; y0  – началь-

ное приближение функции y=f(x); 

g z z T z U z H z L zk k k k k( ) ( / ) ( / ) ( / ) ( / ) ...0 0 0 0 0 0= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨β β β β , 

T Uk k,  – многочлены Чебышева; H k   – многочлены Эрмита; L k  – многочлены 

Лагерра; z u0 /β= , где z0 0∈ − ∨[ , ] [ , ]β β β ; u l l l∈ − ∨[ , ] [ , ]0 , x a b∈[ , ]; Z – знак цеп-

ной дроби. 

Существуют различные подходы получения разложений функций по не-
вязкам [23]: 

1. Разрешение уравнения  z F x y0 0= ( , )  относительно x , где y0  – началь-

ное  приближение  функции  y=f(x)  на заданном  интервале, и получение функ-

ционального  соотношения в виде  суперпозиции функций  ϕ ( )y0 и  g z( )0 . 

Затем  g z( )0  аппроксимируется  одним из базовых методов. 

2. Разрешение уравнения (1) относительно y. Произведя замены  y на  y0   
и z на z0 , можем получить, аналогично первому подходу, функциональные  со-
отношения (но вид  невязки, в основном, отличен от первого подхода). 

3. Использование обобщенных функциональных уравнений относительно 
аргументов x0  , z0  . 

4. Получение разложений обратных функций на основе обращения ряда 
невязок разложения прямой функции. 
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5. Получение разложений по невязкам на основе прямых методов аппрок-
симации искомой функции. 

6. Получение нелинейных разложений по невязкам на основе функцио-
нальных преобразований. 

7. Получение разложений функций по невязкам на основе методов эко-
номизации Ланцоша, Мелли, аппроксимационного метода Дзядыка  и др. для 
уменьшения констант асимптотики погрешности. 

Адаптивные аппроксимации, основанные на разложении функций по не-
вязкам, могут быть использованы для широкого спектра приложений и видов 
СВТ, обеспечивая интенсификацию процесса вычислений и ресурсосбереже-
ние.  Наиболее простое получение разложений функций по невязкам дают под-
ходы 1, 3, а наиболее сложное – 2, 5.  

Рассмотрим более подробно важный для практики подход 3. 
В работе [23]  сформулированы  три  утверждения  относительно обоб-

щенных  функциональных уравнений,  которые позволяют осуществлять раз-
ложение функций по невязкам.  На основе этих  обобщенных функциональных  
уравнений получены эффективные специализированные адаптивные методы 
для  вычисления  степенных,  тригонометрических, логарифмических, экспо-
ненциальных и некоторых интегральных специальных функций [21–23]. 

Пусть функция y=f(x) задана в неявном виде: 

            F x y( , )=0 .                                                                      (16.2) 

Рассмотрим невязку уравнения (2) : 

         z F x y0 0= ( , ) ,                                           (16.3) 

где y0  – приближение функции на заданном интервале [a,b]  и  00lim
0

=
→

z
yy

. Ве-

личина погрешности невязки может быть оценена путем подстановки в выра-

жение (2) величины y y0 01= +( )δ  либо y y0 0= +∆ , где δ0 , ∆0  – соответственно 

относительная и абсолютная погрешности величины y0 . 

В качестве примера обобщенного функционального уравнения приведем 
уравнение для функции  y x= α , где  x a b∈[ , ], α  – вещественное число. 

Уравнение имеет вид         

ϕ α( ) (( ) )z f z0 01= ± ± , 

где  1y/xz /1
00 −= α   либо  z y x0 0

1/1= − α /  , y0  – начальное приближение к функции 
y x= α ,       z a b b a0∈ − < −[ , ], β α . 
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Методы разложения функции по невязкам путем простых преобразова-
ний могут быть использованы для непосредственного счета, получения БПИФ, 
табулирования и интерполирования функций для сегментной аппроксимации и 
т.д. 

Пример: y x= α , x a b∈[ , ]. 
Для прямого счета: 

1),
!

)1)...(1(1()1( 00000
1

<
+−−

+=+= ∑
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=
zz

k
kyzyy

k

kαααα . 

Положив y yi= +1 , y yi0 =  и z zi0 = , получим БПИФ. 

Относительная погрешность приближения за счет усечения до m членов 
будет: 
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Для вычисления обратных функций достаточно обратить БПИФ на осно-
ве обращения степенных рядов. 

На основе полученного обобщенного функционального уравнения при 
α=−1   можно записать: 
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Для  α=1/n    можно записать обобщенную цепную дробь: 
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Для табулирования и интерполирования функции в БПИФ записываем  
z x xi i i= −+/ 1 1 либо z x xi i i+ += −1 1 1/ . Аналогично этому можно получать специа-
лизированные формулы для сегментной аппроксимации. Таким образом, видно, 
что на основе обобщенной аппроксимации можно получать аппроксимации 
различных видов и применений, чем исходные базовые методы не обладают. 
При y0, равным обычно нулю либо 1, получают исходные базовые методы. 
Аналогично вышеизложенному можно получить базовые последовательности 
рекуррентных формул (БПРФ), используемые для счета с переменной либо 
произвольной разрядностью  [21 –23]. 

На основе предложенных подходов разложения функций по невязкам в 
работах [21–23] рассмотрены следующие обобщенные адаптивные методы и 
средства: обобщенные функциональные преобразования для получения специа-
лизированных эффективных методов, прямые методы, итерационные методы, 
методы табулирования и интерполирования, таблично-алгоритмические мето-
ды, методы сегментной аппроксимации, методы, основанные на разложении в 
ряд Тейлора-Маклорена (одноточечная и многоточечная формулы), разложения 
по многочленам Чебышева, обобщенный метод Паде, приближение обобщен-
ными цепными дробями, экономизация разложений в ряд невязок методом 
Ланцоша, Мелли, Дзядыка и другие. 

 
16.3. Адаптивные  по  точности  аппроксимации  функций 
 
Важность адаптивной по точности аппроксимации функций основана на 

том, что, наряду с тенденцией увеличения производительности вычислитель-
ных средств, существует тенденция увеличения разрядности обрабатываемых 
данных. Это прежде всего связано с компенсацией накопления погрешности 
округления и обеспечения устойчивости счета. Помимо этого, необходимость 
оперировать сверхбольшими числами возникает при решении задач астрофизи-
ки и других новейших научно-технических задач. Однако имеется ряд особен-
ностей алгоритмов, которые предназначены для вычислений математических 
функций с произвольной разрядностью. Перечислим основные требования к та-
ким алгоритмам: 

– используемые алгоритмы должны обеспечивать рекуррентную запись; 
– используемые в алгоритмах константы должны быть достаточно про-

стыми и точными либо легко вычисляемыми; 
– используемые алгоритмы должны обладать устойчивостью счета и ма-

лым (контролируемым) накоплением погрешности; 
– обладать малой арифметической сложностью; 
– иметь адаптивные элементы для варьирования начальными (завершаю-

щими) преобразованиями. 
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Для получения необходимых рекуррентных соотношений либо базовых 
последовательностей рекуррентных формул (БПРФ) используется метод mz -
аппроксимаций [21]. При этом под базовой последовательностью рекуррентных 
формул понимается последовательность рекуррентных  формул, из которых 
можно получить соответствующую рекуррентную формулу для использования. 

В основу такого типа рекуррентных соотношений для вычисления пря-
мых функций может быть положено функциональное уравнение: 

                 ))(()( mm xzfnxz = , 

где   x x nm
m= / . 

Так, для функций y=sin(x) имеем следующее функциональное уравнение:    

sin( ) ( ) (sin )2 1 1 2 1n x T xn
n− = − + ,       где T n2 1+  –  многочлен Чебышева. 

На основе этого функционального уравнения можно записать: 
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+ −= − −∑1 2 1
2 1

0

2 1 21 1( ) ( ) , 

где   z x n m m mm
m= + = −sin( /( ) ), , , ...,2 1 1 00 0 . 

Откуда получаем  z x0 =sin . 
Рекуррентное соотношение позволяет многократно уменьшать интервал 

изменения аргумента. Для вычисления по рекуррентным формулам необходимо 
задаваться начальным (завершающим) приближением zm0

 в виде отрезка легко 
вычисляемого степенного ряда, цепной дроби и т.д. Аналогично рассматрива-
ется функциональное уравнение для обратных рекуррентных соотношений [21]. 

Модель погрешности такого типа рекуррентных формул имеет вид: 

∆≈ ≈ +C x n x nn
m m( / ) /l l 1 , 

где   C l  – константа, зависящая от параметра   l ; 
n – число, определяющее величину уменьшения интервала (в некоторых 

случаях основание степени системы счисления); 
m  – количество итераций используемой рекуррентной формулы; 
l  – порядок обрабатываемого члена отрезка начального (завершающего) 

приближения. 
Увеличение параметра m  приводит к увеличению числа итераций по ре-

куррентной формуле, а увеличение параметра l  приводит к увеличению слож-
ности начального приближения. В общем случае ищется компромисс. На прак-
тике близко к оптимальному решение, когда  m≈l . 
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В работах  [21–23] приведены различные функциональные уравнения для 
ряда математических функций и доказаны соответствующие теоремы. Подоб-
ные подходы рассматриваются также при создании экономичных адаптивных 
методов "цифра за цифрой" [24]. 

Дальнейшее развитие представленных в настоящей работе подходов к 
получению адаптивных аппроксимаций функций связано с распространением 
их на комплексную область изменения аргумента и использованием в качестве 
аргумента матриц, а также получением функциональных уравнений на основе 
интегральных и дифференциальных уравнений. 

Практическое использование адаптивных аппроксимаций функций при-
водит, с одной стороны, к получению эффективных специализированных мето-
дов вычисления функций на ЭВМ, а, с другой стороны, получению обобщен-
ных аппроксимаций, обладающих свойством порождения целого класса алго-
ритмов с заданными свойствами. Последнее обстоятельство чрезвычайно важно 
при построении баз знаний конкретной предметной области [25]. 
 

Выводы 
Таким образом, в работе показано, как на основе теории аппроксимации 

функций и различных механизмов адаптации к внутренним и внешним услови-
ям применения получены обобщенные адаптивные аппроксимации функций. 
Это позволяет получать алгоритмы, которые обеспечивают адаптацию к дан-
ным, точности и времени счета, благодаря чему имеется возможность интенси-
фицировать процесс вычислений и осуществлять порождение необходимых 
эффективных методов для конкретного применения. 
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