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Анотація. Викладено математичну модель і алгоритм відновлення зображення підвищеної розрі-
зненості шляхом спільної обробки вхідних зображень низької розрізненості, субпіксельно зміщених 
одно відносно одного. Досягається підвищення розрізненості, близьке до формального, в резуль-
таті передискретизації. 
Ключові слова: підвищення просторової розрізненості, субпіксельно зміщені зображення, переди-
скретизація, регуляризація, згортка в частотній області. 
 
Аннотация. Изложены математическая модель и алгоритм восстановления изображения повы-
шенного разрешения путём совместной обработки исходных изображений низкого разрешения, 
субпиксельно смещённых относительно друг друга. Достигается повышение разрешения, близкое 
к формальному, в результате передискретизации. 
Ключевые слова: повышение пространственного разрешения, субпиксельно смещённые изображе-
ния, передискретизация, регуляризация, свёртка в частотной области. 
 
Abstract. Mathematical model and algorithm of enhanced resolution image reconstruction by joint 
processing of input low-resolution of subpixel displaced images one relative to other are presented. Reso-
lution enhancement, which is close to the formal one as oversampling result is achieved. 
Keywords: spatial resolution enhancement, subpixel displaced images, oversampling, regularization, fre-
quency domain convolution. 
 
1. Введение 

Основным средством регистрации изображений в современных оптико-электронных сис-
темах являются многоэлементные твердотельные полупроводниковые фотоприёмники. Во 
многих отраслях народного хозяйства, науки и техники, таких как системы слежения и 
безопасности, навигации и управления, дистанционного зондирования Земли и астрономи-
ческих объектов, основным критическим показателем качества цифровых изображений 
выступает обеспечиваемое пространственное разрешение [1]. Существенный прогресс в 
полупроводниковых технологиях, в частности, в производстве многоэлементных – линей-
ковых и матричных – фотоприёмников позволяет обеспечивать необходимое пространст-
венное разрешение в большинстве приложений путём увеличения количества фотоприём-
ных элементов (фотодетекторов) в изображающей матрице [2]. Однако в некоторых случа-
ях требуемое разрешение выходит за пределы возможностей существующих технологий 
изготовления матричных фотоприёмников. К таким областям относятся астрономическая и 
детальная аэрокосмическая съёмка, предельная микроскопия, прецизионная видеоспек-
трометрия и др. Размеры фотодетекторов могут уменьшаться только до определённого, 
фундаментально физически ограниченного предела, определяемого длиной волны регист-
рируемого излучения. Кроме того, увеличение количества фотодетекторов в фотоприём-
ной матрице приводит к значительному усложнению конструкции и производства и резко 
повышает стоимость съёмочной аппаратуры. Выход из такого положения состоит в после-
довательной регистрации нескольких субпиксельно смещённых изображений и формиро-
вании из них единого изображения повышенного разрешения [3]. В зарубежной научной 
литературе данный метод получил название “сверхразрешение” (superresolution) [4]. 
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Сверхразрешение заключается в итерационном получении двух или нескольких изображе-
ний низкого разрешения одной и той же сцены, смещённых относительно друг друга на 
определённую долю геометрического размера пиксела. Для восстановления значений изо-
бражения в дискретных частях пикселов применяется программная обработка набора ис-
ходных изображений низкого разрешения [5]. Ниже будет рассмотрен алгоритм повыше-
ния разрешения двух матричных изображений, смещённых на произвольные доли пиксела 
одно относительно другого как по горизонтали, так и по вертикали. Алгоритм не претер-
певает принципиальных изменений и в случае использования нескольких субпиксельно 
смещённых изображений [6]. 
 
2. Состояние вопроса 

Достаточно полный обзор известных методов субпиксельного повышения разрешения 
цифровых изображений сделан в работах [7] и [8]. 

Типичная структура алгоритма повышения разрешения субпиксельно смещённых 
изображений описана в [9]. В качестве входных данных используются несколько изобра-
жений низкого разрешения.  

Основные этапы обработки: 
1) определение смещения между изображениями и субпиксельная привязка изобра-

жений к некоторой референтной субпиксельной сетке; 
2) объединение изображений низкого разрешения и формирование единого изобра-

жения на референтной сетке с увеличенным числом пикселей (возможно, даже с большим, 
чем требуется) – передискретизированного изображения;  

3) обработка передискретизированного изображения: интерполяция и повышение 
чёткости. 

Если в результате было сформировано изображение с дискретизацией большей, чем 
требуется, то необходимо провести соответствующую коррекцию (уменьшение) частоты 
дискретизации результирующего изображения. 

Не все методы повышения разрешения изображения строго удовлетворяют этой 
схеме. Например, в методе maximum a posteriori (MAP) чёткость повышается уже на этапе 
создания передискретизированного изображения. Иногда используется привязка исходных 
изображений низкого изображения к передискретизированному изображению. При этом 
алгоритм получается итерационным. Существуют методы, требующие на начальном этапе 
только грубого (с точностью до пиксела) совмещения исходных изображений. Точная 
оценка смещения получается одновременно с повышением разрешения. Это методы, рабо-
тающие в частотной области, и методы, сводящие задачу повышения разрешения к задаче 
total least squares (TLS) или structured total least squares (STLS) [10]. 

В зависимости от того, используется ли при обработке изображения преобразование 
Фурье, методы делят на работающие в пространственной области (spatial domain methods) 
и работающие в частотной области (frequency domain methods). Такие действия, как оценка 
смещения одного изображения относительно другого, могут быть произведены (в случае 
“поступательного” смещения или в более общем случае аффинного преобразования) в час-
тотной области. Повышение чёткости и устранение артефактов (на частоте Найквиста) 
также могут быть произведены в частотной области. Обычно считается, что проводить об-
работку в частотной области можно только в случае поступательных смещений. Хотя в 
[11] предложен итерационный метод error-energy reduction (EER), позволяющий учитывать 
любые смещения изображений (предполагается, что сами смещения были найдены рань-
ше) и на каждой итерации использующий прямое и обратное преобразования Фурье. Пол-
ностью алгоритм, включающий в себя оценку поступательного смещения по методу мак-
симизации корреляции, работающему в частотной области, и повышение разрешения по 
методу ERR, приведен в [12]. 
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Методы projecting onto convex sets (POCS) [13] и MAP [14], работающие в про-
странственной области, используют регуляризацию и поэтому требуют некоторого пред-
положения об изображении высокого разрешения. 

В общем случае POCS – это метод решения задачи выпуклого программирования 
(или задачи нахождения допустимого решения) при выпуклых ограничениях. Находится 
решение системы уравнений с учётом функции рассеяния точки (ФРТ) сенсора ( , )x yσ : 

0 0( , ) ( , )i i ix x y x x y y dx dy yσ − − =∫∫   

при ограничениях на решение (в ранних работах использовалось ограничение на простран-
ственно-частотный спектр решения). Достаточная размерность (для существования реше-
ния) достигалась тем, что при обработке использовалась большая дискретизация, чем в 
изображении, которое нужно получить. 

В методе MAP уравнения заменены на приближенные равенства и ищется решение 
задачи следующего вида [15]: 

22 ( ) ( )

1

Cx A x y min
K

k k
k

k=

+ λ − →∑ , 

где первое слагаемое отвечает за регуляризацию (в вероятностном подходе − за априорные 
предположения об изображении повышенного разрешения), а второе слагаемое − сумма 
квадратов невязок − в вероятностном подходе соответствует правдоподобию. Решение за-
дачи минимизации находится в явном виде. Не обязательно использовать евклидову нор-
му; например, в работе [16] была использована L1-норма. 
 
3. Метод 

В предложенном методе обработка выполняется в пространственной области, хотя её 
можно проводить и в частотной области. Так как в качестве исходных используются толь-
ко два изображения, то передискретизированное изображение строится при обработке в 
частотной области. Используется гауссовская регуляризация. 

Пространственная частота дискретизации увеличивается в два раза по каждому из 
направлений. Количество пикселов в передискретизированном изображении будет в 4 раза 
больше, чем в исходном изображении. 

Второе исходное изображение поступательно смещено относительно первого на 
дробную часть пиксела по диагонали. Так как величина этого смещения в общем случае 
отличается от половины линейного размера пиксела, то на изображении, которое нужно 
восстановить, задаётся сетка из пикселов разного размера. 

Из пикселов передискретизированного изображения складываются пикселы исход-
ных изображений. Это записывается в виде системы уравнений: 

                                                                    Ax y≈ ,                                                                     (1) 

                                                                 Ax y e= + ,                                                                  (2) 

где x  – развернутое в вектор изображение повышенного разрешения, y  – развернутые в 

один вектор два исходных изображения, A  – матрица линейного оператора. Система (1) 
состоит из уравнений вида 

                                      ( )
1 2 1, 3 , 1 4 1, 1

k
ij i j i j i j IJx x x x y+ + + +α + α + α + α ≈ ,                                     (3) 
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где 1α , …, 4α  обозначают относительные размеры площади пикселов в изображении по-

вышенного разрешения, 14321 =+++ αααα . В каждой строке матрицы A  четыре ненуле-

вых элемента, а именно 1α , …, 4α . 
Изображение повышенного разрешения восстанавливается по методу наименьших 

квадратов при наличии априорных сведений: 

                                        1 1 1
x x e x xx̂ A(A A ) (y A )− − −=Σ Σ +Σ − µ +µT ,                                 (4) 

где xµ  и xΣ  – соответственно априорные среднее и ковариационная матрица вектора x , 

eΣ  – ковариационная матрица вектора ошибок. 

В предположении однородности изображений ковариационные матрицы состоят из 
значений автоковариационной функции. Автоковариационная функция ошибок может 
быть оценена, например, по наблюдениям изображений, смещённых на целое число пиксе-
лов. 

Вместо автоковариационной функции изображения повышенного разрешения ис-
пользовалась автоковариационная функция передискретизированного изображения. Это 
возможно благодаря известной структуре изображенного объекта – оптических шпальных 
мир разного размера. 
 
4. Преобразование в окне 

Так как обработка всего изображения описанным способом очень ресурсоёмка, то приме-
нялась обработка изображения в окне. Для каждого пиксела изображения повышенного 
разрешения строилось свое окно размером не менее 23×23 так, чтоб пиксел находился в 
центре окна (конечно, если такое возможно, то есть, если пиксел находится достаточно да-
леко от границы изображения). Проводилось повышение разрешения изображения в окне, 
у изображения повышенного разрешения вычислялся и использовался только центральный 
пиксел. 

Целью использования преобразования в окне является уменьшение вычислитель-
ных затрат. Если обрабатывается все изображение размером nm ×  без использования окна, 
то количество операций имеет порядок )( 33 nmO × . При использовании окон размером 

dd ×  количество операций имеет порядок )( 26 dnmdO + . 
При оценке значения пиксела повышенного разрешения непосредственно исполь-

зуются только элементы исходных изображений, расположенные в окне. Исключение из 
обработки пикселов исходных изображений, расположенных далеко от восстанавливаемо-
го пиксела, позволяет уменьшить искажения, вызванные низкочастотной неоднородностью 
сцены. 

Исследовались и другие способы обработки изображения в окне, например, разбие-
ние изображения на квадратные окна. Эксперименты показали, что положение окна мало 
влияет на результат восстановления пиксела повышенного разрешения, если этот пиксел 
не находится в окрестностях границы окна. 
 
5. Алгоритм 

Алгоритм повышения разрешения использует следующие входные данные: два изображе-
ния низкого разрешения, смещённые одно относительно другого; величины смещений 
второго изображения относительно первого; шумовое изображение (например, полученное 
как разность двух изображений, полученных со смещением на целое число пикселов и по-
том совмещённых). 



ISSN 1028-9763. Математичні машини і системи, 2015, № 1                                                                                 33 

Алгоритм получения изображения повышенного разрешения включает следующие 
действия. 

Шаг 1. Вычисление автоковариационных матриц исходного и шумового изображе-
ний – оценка матриц xΣ  и eΣ . 

Шаг 2. Регуляризированное обращение матрицы A  по формуле 

1 1 1
x x eB A(A A )− − −=Σ Σ +ΣT . 

Необходимо вычислить четыре версии матрицы B . На следующем шаге для вычис-
ления каждого пиксела высокого разрешения используется одна из версий матрицы B  в 
зависимости от чётности координат пиксела, точнее – в зависимости от текущего положе-
ния окна. 

Шаг 3. Вычисление оценок значения каждого пиксела высокого разрешения. По су-
ти, восстановление изображения высокого разрешения в окне проводится по формуле 

                                                               ̂x B(y )= −µ +µ .                                                         (5) 

Но так как используется только центральный элемент восстановленного изображе-
ния в окне, вычислять все элементы произведения матрицы и вектора нет необходимости. 
 
6. Повышение разрешения в частотной области 

Такое же самое изображение повышенного разрешения (исключая пикселы, близкие к гра-
нице изображения) можно получить при помощи преобразования Фурье. Сначала объеди-
няются два исходных изображения в одно, в результате чего формируется передискрети-
зированное изображение (рис. 1). Пикселы изображения повышенного разрешения, лежа-
щие в центре “своего” окна, можно получить свёртывая передискретизированное изобра-
жение с шаблоном, значениями которого являются элементы средней строки матрицы B , 
формула (5). Этот шаблон различается в зависимости от свойств чётности координат пик-
села, подлежащего оценке. Всего необходимо использовать четыре версии шаблона. Мож-
но вычислить передаточную функцию свёртки. 

Покажем, как вычислить значения пикселов повышенного разрешения, имеющие 
чётные координаты. Другие пикселы вычисляются аналогично, но при их вычислении 
нужно внимательно совместить исходные изображения. Пусть окно имеет размер 

)34()34( 11 +×+ dd . Тогда значение пиксела, который в изображении повышенного разре-
шения имеет чётные координаты, можно вычислить по формуле 

                     
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

(1) (1) (2) (2)
2 ,2 , ,

I d J d I d J d

I J I I J J IJ I I J J IJ
I I d J J d I I d J J d

x b y b y
+ + + +

− − − −
= − = − = − = −

= +∑ ∑ ∑ ∑ ,                       (6) 

где коэффициенты )(
,
k
JIb  составляют центральную строку матрицы B . Для одновременного 

вычисления можно использовать свёртку. Пикселы с чётными координатами вычисляются 
как 
                                                 (1) (1) (2) (2)

2I,2J(x ) Y b Y b**= + ,                                                 (7) 

где )( 2,2 JIx  –  изображение, состоящее из чётных пикселов восстановленного изображения 

повышенного разрешения, (1)b  и (2)b  – матрицы, составленные из элементов центральной 
строки матрицы B . Здесь знак “ * ” обозначает двумерную свёртку с сохранением числа 
элементов первого множителя. После преобразования Фурье 

                                                   ^ (1) (1) (2) (2)
2I,2J

ˆ ˆˆ ˆ(x ) Y b Y b= ⋅ + ⋅ .                                              (8) 
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Вместо двух свёрток можно использовать одну. Построим передискретизированное 
изображение на регулярной сетке так, как это показано на рис. 1. Пикселы, имеющие одну 
координату нечётную, другую – чётную, имеют нулевое значение. 

 

 
 
Два исходных изображения низкого 

разрешения 
Пересемпелированное изображение. Пик-
селы, обозначенные •, взяты из первого 
изображения. Заштрихованные пикселы 

взяты из второго изображения 
Рис. 1. Построение передискретизированного изображения из двух изображений, 
когда второе изображение смещено относительно первого менее, чем на один  

пиксел по каждой из координат 
 

Преобразование Фурье передискретизированного изображения 

            (interl) (1) (2)1 2 1 2
eq 1 2 1 2 1 2

( )a i ( )a iˆ ˆ ˆY ( , ) Y ( , )exp Y ( , )exp
2 2

   ϑ +ϑ π − ϑ +ϑ π  ϑ ϑ = ϑ ϑ + ϑ ϑ       
,    (9) 

а передаточная функция свёртки с шаблоном 

       (interl) (1) (2)1 2 1 2
eq 1 2 1 2 1 2

( )a i ( )a iˆ ˆ ˆb ( , ) b ( , )exp b ( , )exp
2 2

   − ϑ +ϑ π ϑ +ϑ π  ϑ ϑ = ϑ ϑ + ϑ ϑ       
,   (10) 

здесь a  –  размер пиксела изображения низкого разрешения, i  – мнимая единица. Знаки 
перед 1ϑ  и 2ϑ  зависят от направления взаимного смещения изображений. Приведенные 
формулы справедливы, если обе координаты вектора смещения второго изображения от-
носительно первого положительные. Можно показать, что свёртка (interl) (interl)

eq eqY b*  имеет 

такие же пикселы с чётными координатами, как и сумма свёрток в правой части (7), но 
также имеет и ненулевые пикселы с нечётными координатами. 

Точки изображения с чётными координатами можно получить таким способом. 
Шаг 1. Найти матрицу B , из элементов центральной строки составить матрицы (1)b  

и (2)b , по формуле (9) найти передаточную функцию. 

Шаг 2. Составить передискретизированное изображение (interl)
eqY ; в точках, где изо-

бражение не задано, записать нули. 
Шаг 3. Свернуть передискретизированное изображение с шаблоном. Для этого про-

вести преобразование Фурье (interl)
eqY , умножить на передаточную функцию (interl)

eq 1 2b̂ ( , )ϑ ϑ , 

выполнить обратное преобразование Фурье. Получим 

                                                          (res.conv) (interl) (interl)
eq eq

ˆˆ ˆX Y b= .                                                (12) 

Шаг 4. У полученного изображения использовать только пикселы с чётными коор-
динатами: 



ISSN 1028-9763. Математичні машини

                                                                  

В статье [17] описан похожий
проводится в частотной области
щение изображений известно точно
сенсора постоянная в “квадратной
ные нашим методом и методом
быть похожими. 
 
7. Эксперимент 

Экспериментальная проверка 
сельно смещённых инфракрасных
измерительном стенде, разработанном
ального приборостроения “Арсенал
 

 
а 

Рис. 2. Фрагменты тестового цифрового
лизированном измерительном стенде
изображения низкого разрешения

при

Статистическая оценка
венно по цифровому изображению
таточно близко к формальному
 
8. Возможные улучшения 

Следует разработать способ оценивания

об изображенном объекте. 
Изображение можно просегментировать

сегменты (или их части) как окна
изображения. С целью повышения
личные сегменты статистически

Использование нелинейных
жет помочь снизить зашумленность
 
9. Выводы 

Предложен и исследован алгоритм
бражений. Разработанный алгоритм

машини і системи, 2015, № 1                                                               

                                                                  )conv res.(
2,22,2 JIJI xx = .                                        

описан похожий способ повышения разрешения. Обоснование
области. В случае, если окно достаточно большое

известно точно и составляет ровно половину диагонали
квадратной” чувствительной зоне, то изображения
одом small-kernel Wiener filter, описанным в статье

проверка изложенного алгоритма проводилась на
инфракрасных изображениях мир Фуко, полученных

разработанном специалистами Казённого предприятия
Арсенал” [19] (рис. 2). 

 
б 

в  
цифрового изображения инфракрасной миры, полученного

измерительном стенде КП “Арсенал”: а, б – исходные субпиксельно
разрешения, в – изображение повышенного разрешения

при помощи описанного алгоритма 
 

оценка пространственного разрешения, выполненная
изображению рис. 2, демонстрирует повышение в

формальному двукратному повышению в результате передискретизации

способ оценивания матрицы xΣ  без использованного

можно просегментировать и использовать полученные
как окна. Это позволит избежать предположения
повышения достоверности выделения границ можно

статистически независимыми. 
нелинейных методов, в частности, нелинейной регуляризации

зашумленность восстановленного изображения. 

алгоритм повышения разрешения субпиксельно
Разработанный алгоритм повышения разрешения субпиксельно
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.                                                        (13) 

разрешения. Обоснование способа 
большое, взаимное сме-
диагонали пиксела, ФРТ 

изображения, восстановлен-
описанным в статье [18], должны 

проводилась на тестовых субпик-
полученных на прецизионном 

предприятия (КП) специ-

 
полученного на специа-

субпиксельно смещённые 
разрешения, восстановленное 

выполненная непосредст-
повышение в 1,87 раза, что дос-
результате передискретизации. 

использованного предположения 

полученные однородные 
предположения об однородности 

границ можно считать раз-

нелинейной регуляризации, мо-

субпиксельно смещённых изо-
субпиксельно смещённых 



36                                                                                 ISSN 1028-9763. Математичні машини і системи, 2015, № 1 

изображений является достаточно эффективным и может быть полезен при разработке и 
использовании оптико-электронной аппаратуры с субпиксельной регистрацией изображе-
ний в различных предметных областях. 
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