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ВСТУПИТЕЛЬНОЕ СЛОВО 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Ïî÷òè 40 ëåò È.È. Ãîðáàíü ðàáîòàåò â îáëàñòè èíôîðìàòèêè è 
ãèäðîàêóñòèêè. Ìîëîäûå ãîäû îí ïîñâÿòèë ñîçäàíèþ ñîâðåìåí-
íûõ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñòàíöèé è îïòèìèçàöèè ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííîé îáðàáîòêè ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Áûë çà-
ìåñòèòåëåì ãëàâíîãî êîíñòðóêòîðà è ãëàâíûì êîíñòðóêòîðîì 
ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñòàíöèé, íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî èçó÷åíèþ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â 
Òèõîì è Ñåâåðíîì Ëåäîâèòîì îêåàíàõ, íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì 
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò. Îí àâòîð äâóõ íàó÷íûõ òåîðèé, 
ïîñëóæèâøèõ îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ðÿäà ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñòàí-
öèé, à èìåííî: òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáðàáîòêè 
ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ 
è òåîðèè áûñòðîé ìíîãîêàíàëüíîé îáðàáîòêè ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ 
ñèãíàëîâ äëÿ ïîäâèæíûõ àíòåíí. Èõ èçëîæåíèþ ïîñâÿùåíî íåñ-
êîëüêî åãî ìîíîãðàôèé. 

Ïðîâîäÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, îí îáðàòèë âíè-
ìàíèå, ÷òî íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ âðåìåííûõ, ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ èëè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäå-
íèÿ óâåëè÷åíèå îáúåìà äàííûõ, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèò ê óìå-
íüøåíèþ óðîâíÿ ôëóêòóàöèé ñòàòèñòèê. Îäíàêî íà áîëüøèõ èí-
òåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ óðîâåíü ôëóêòóàöèé íå óìåíüøàåòñÿ, ÷òî 
ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè (íåñîñòîÿòåëüíîñòè) 
ñòàòèñòèê è, ñëåäîâàòåëüíî, î íåèäåàëüíîì õàðàêòåðå ôåíîìåíà 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Âñåñòîðîííåå èññëåäîâàíèå íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû è 
ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ àäåêâàòíîãî èõ îïèñàíèÿ ñ ó÷å-
òîì íàðóøåíèé óñòîé÷èâîñòè ïðèâåëè È.È. Ãîðáàíÿ ê ïîñòðîå-
íèþ íîâîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâ-
ëåíèé. 



Вступительное слово 
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Èçëîæåíèþ ïîëîæåíèé ýòîé òåîðèè ïîñâÿùåíû äâå åãî ìî-
íîãðàôèè, îïóáëèêîâàííûå â 2007 è 2011 ãã. Íîâàÿ êíèãà ñóùåñ-
òâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî 
â íåé ôèçè÷åñêîé ñòîðîíå âîïðîñà. 

Ãëóáîêîå ïðîíèêíîâåíèå â ñóòü ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé è 
âñåñòîðîííèé èõ àíàëèç, âçâåøåííàÿ àðãóìåíòàöèÿ âûâîäîâ, ýê-
ñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëî-
æåíèé, îðèåíòàöèÿ íà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ è âûñîêàÿ 
ñòåïåíü îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äåëàþò ìîíîãðàôèþ 
èíòåðåñíîé, ñîäåðæàòåëüíîé, îðèãèíàëüíîé è ïîëåçíîé äëÿ øè-
ðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé: ôèçèêîâ, èíæåíåðîâ, ìàòåìàòèêîâ. 

 
 

È.Í. Êîâàëåíêî 
  

 
 

Àêàäåìèê Íàöèîíàëüíîé  
àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû,  
ïðîôåññîð 
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Òðåõñîòëåòèþ îòêðûòèÿ 
çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ïîñâÿùàåòñÿ 

 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ  

 – Ñâîéñòâà òåë ïîñòèãàþòñÿ íå èíà÷å, êàê 
èñïûòàíèÿìè; ñëåäîâàòåëüíî, çà îáùåå ñâîé-
ñòâî íàäî ïðèíèìàòü òå, êîòîðûå ïîñòîÿííî 
ïðè îïûòàõ îáíàðóæèâàþòñÿ è êîòîðûå, êàê 
íå ïîäëåæàùèå óìåíüøåíèþ, óñòðàíåíû áûòü 
íå ìîãóò. 

Èñààê Íüþòîí 
 

Îäíèì èç óäèâèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ôåíîìåíîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñ-

òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàññîâûõ ÿâëåíèé, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â ñòàáèëü-

íîñòè ñòàòèñòèê. 

Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé (âêëþ÷àþùàÿ â øèðîêîì 
ïîíèìàíèè è ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó) îïèñûâàåò ìàññîâûå 
ÿâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ (âåðîÿòíîñòíî-ñëó÷àéíûõ èëè, 
èíà÷å, ñòîõàñòè÷åñêèõ) ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, õàðàêòåðèçóå-
ìûõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. 

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ëåæèò ôèçè÷åñêàÿ ãèïîòåçà 

èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðåäïîëàãàþùàÿ íàëè÷èå 

ñõîäèìîñòè ÷àñòîòû ðåàëüíûõ ñîáûòèé è ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôèçè-

÷åñêèõ âåëè÷èí. 

Ìíîãèå ãîäû ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 

íå âûçûâàëà ñîìíåíèé. Îäíàêî ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èñ-

ñëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ íà áîëüøèõ 

èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî îíà íå íàõîäèò ýêñïåðèìåí-

òàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. 

Íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ âðåìåííûõ, ïðîñòðàíñòâåííûõ èëè 

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ óâåëè÷åíèå îáú-

åìà äàííûõ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ óðîâíÿ ôëóêòóàöèé ñòàòèñòèê. 

Ïðè áîëüøèõ æå îáúåìàõ ýòà òåíäåíöèÿ íå ïðîñëåæèâàåòñÿ: äîñòèã-

íóâ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ, óðîâåíü ôëóêòóàöèé ïðàêòè÷åñêè íå èç-

ìåíÿåòñÿ. Ýòî óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ðåàëüíûõ ñòàòèñ-

òèê (èõ íåñîñòîÿòåëüíîñòü). 

Èññëåäîâàíèÿ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ôèçè÷åñ-

êèõ ÿâëåíèé è ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ àäåêâàòíîãî îïèñà-

íèÿ ìèðà ñ ó÷åòîì òàêèõ íàðóøåíèé ïðèâåëè ê ïîñòðîåíèþ íîâîé 

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè – òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. 
Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áàçîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè 

(ìîäåëÿìè) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ; â 



Предисловие  
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òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé â òàêîì êà÷åñòâå âûñòóïàþò ãèïåð-
ñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé 
ìíîæåñòâà íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, âåëè÷èí è 
ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûå êàê åäèíîå öåëîå. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 

áàçèðóåòñÿ íà êëàññè÷åñêèõ àêñèîìàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé À.Í. Êîë-

ìîãîðîâà, ôèçè÷åñêàÿ – íà ãèïåðñëó÷àéíûõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ: 

ãèïîòåçå îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåàëüíûõ ñîáûòèé, 

âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïîëåé è íà ãèïîòåçå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ýòèõ ôè-

çè÷åñêèõ ÿâëåíèé ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè. 

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé – 

âåòâü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé; ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè – íîâàÿ òåîðèÿ, 

îñíîâàííàÿ íà íîâûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îá îêðóæàþùåì ìèðå. 

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ôèçè÷åñêî-

ãî ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è èçëîæåíèþ îñíîâ òåî-

ðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Îáà âîïðîñà ÷àñòè÷íî ðàññìàòðèâà-

ëèñü â äâóõ ïðåäûäóùèõ ìîíîãðàôèÿõ 2007 è 2011 ãã. [Ãîðáàíü, 2007 

(1), 2011 (1)]. 

Âñå òðè êíèãè íàïèñàíû íà îñíîâå îðèãèíàëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ 

è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé àâòîðà, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ 

îïóáëèêîâàíû â ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, â ÷àñòíîñòè [Ãîðáàíü, 

2005–2014, Gorban, 2008–2012]. 

Êàæäàÿ èç êíèã èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó. Â ìîíîãðàôèè 2007 ã. 

ðàññìîòðåíû, â îñíîâíîì, ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ãèïåð-

ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, â ìîíîãðàôèè 2011 ã. – ìàòåìàòè÷åñêèå è ôè-

çè÷åñêèå âîïðîñû. Â ïðåäëàãàåìîé ìîíîãðàôèè îñîáîå âíèìàíèå 

óäåëåíî ïðîáëåìå íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè â ôèçèêå è ìàòåìàòèêå. 

Îñíîâîïîëàãàþùèå èäåè ýòèõ êíèã ôîðìèðîâàëèñü, íà÷èíàÿ ñ 

êîíöà 70-õ ãîäîâ ÕÕ ñòîëåòèÿ: 

 ïðè âûïîëíåíèè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ è îïûòíî-êîí-
ñòðóêòîðñêèõ ðàáîò â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ãèäðîàêóñòèêè [Gor-
ban, 1998, 2008 (1), Ãîðáàíü, 2008 (1)], 

 â ïðîöåññå ÷òåíèÿ ëåêöèé ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêå [Ãîðáàíü, 1998, 2000, 2003] êóðñàíòàì Êèåâñêîãî 

èíñòèòóòà âîåííî-âîçäóøíûõ ñèë (áûâøåãî ÊÂÈÀÓ) è, êîíå÷íî æå, 

 â õîäå öåëåíàïðàâëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ 

èññëåäîâàíèé íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ôèçè÷åñêèõ 

ïðîöåññîâ. 

Öåëüþ äàííîé ìîíîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ðàçâèòèå, ñèñòåìà-
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òèçàöèÿ è óòî÷íåíèå ðÿäà áàçîâûõ ïîëîæåíèé òåîðèè ãèïåðñëó÷àé-

íûõ ÿâëåíèé. 

Êíèãà ñîñòîèò èç ïÿòè ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ðàññìîò-
ðåíèþ îñîáåííîñòåé ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ðàç-
ðàáîòêå ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè, â òîì ÷èñëå ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå äàííûõ. Âòîðàÿ 
÷àñòü ñîäåðæèò îïèñàíèå ìíîæåñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Òðå-
òüÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò êðàòêîå èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ 
òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. ×åòâåðòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà îáîá-
ùåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 
è ôîðìèðîâàíèþ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è 
ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ïÿòàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèå è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïðè 
íàðóøåíèÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

*  *  * 

Ìîíîãðàôèÿ îðèåíòèðîâàíà íà íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èíæåíåðîâ 
è àñïèðàíòîâ, èññëåäóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè ðåàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ðàçðàáàòûâàþùèõ è èñïîëüçóþùèõ ñòà-
òèñòè÷åñêèå ìåòîäû âûñîêîòî÷íûõ èçìåðåíèé, ïðîãíîçèðîâàíèÿ è 
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ, à òàêæå íà 
ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòîâ ôèçè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è 
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. 

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà êíèãè äîñòàòî÷íî çíàíèé â îáúåìå 
ñòàíäàðòíîãî êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñ-
òèêè òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. 

*  *  * 

Ðàññìàòðèâàåìûå â ìîíîãðàôèè âîïðîñû ëåæàò íà ñòûêå ôèçè-
êè, ìàòåìàòèêè è òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïîýòîìó ê ðåöåíçèðî-
âàíèþ íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè, êàê è ïðåäûäóùèõ äâóõ, áûëè ïðèâ-
ëå÷åíû ó÷åíûå ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. 

Àâòîð ïðèçíàòåëåí âñåì, êòî ïðî÷èòàë ðóêîïèñü, âûñêàçàë ñâîè 
êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è ïðèíÿë ó÷àñòèå â êîíñòðóêòèâíîì îáñóæ-
äåíèè êíèãè. 

Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àâòîð âûðàæàåò îôèöèàëüíûì ðåöåíçåí-
òàì: àêàä. ÍÀÍ Óêðàèíû, ä.ô.-ì.í., ä.ò.í., ïðîô. È.Í. Êîâàëåíêî, 
÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ï.Ñ. Êíîïîâó, ä.ô.-ì.í., 
ïðîô. Ã.Ï. Áóöàíó è ä.ò.í. À.Ì. Ðåçíèêó, îçíàêîìèâøèõñÿ ñ ðóêî-
ïèñüþ è âûñêàçàâøèõ ðÿä êðèòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé, ñïîñîáñòâîâàâ-
øèõ óëó÷øåíèþ ñîäåðæàíèÿ êíèãè. 
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Àâòîð áëàãîäàðåí ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû Ï.Ì. Òîì÷óêó, ÷ë.-êîð. 
ÀÍ Ìîëäàâèè Ê.Â. Ãàèíäðèêó, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Î.Ã. Ñàðáåþ, ä.ò.í., 
ïðîô. Â.È. Èâàíåíêî, ä.ò.í., ïðîô. Â.À. Êàñüÿíîâó è ä.ò.í., ïðîô. 
Ì.È. Øëåçèíãåðó çà ïðåäîñòàâëåííûå âîçìîæíîñòè âûñòóïèòü íà 
ðóêîâîäèìûõ èìè ñåìèíàðàõ, à òàêæå âñåì ó÷àñòíèêàì ýòèõ ñåìèíà-
ðîâ çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå ìàòåðèàëîâ, êàñàþùèõñÿ ôåíîìåíà 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Àâòîð ïðèçíàòåëåí àêàä. ÍÀÍ Óêðàèíû Â.Ò. Ãðèí÷åíêî, àêàä. ÐÀÍ 
Â.À. Àêóëè÷åâó, àêàä. ÐÀÍ Ð.È. Íèãìàòóëèíó, àêàä. ÐÀÍ Þ.È. Øîêè-
íó, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû Í.Þ. Êóçíåöîâó, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû 
Â.Ñ. Ëûñåíêî, ä.ò.í., ïðîô. Þ.Ô. Çèíüêîâñêîìó, ä.ô.-ì.í., ïðîô. 
Â.Í. Òóòóáàëèíó, ä.ò.í., ïðîô. À.Â. Õàð÷åíêî, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ñ.Ï. Øà-
ðîìó, ä.ô.-ì.í. È.Î. ßðîùóêó è ìíîãèì äðóãèì, ïðîÿâëÿþùèì óñòîé÷è-
âûé èíòåðåñ ê ïðîâîäèìûì èì ðàáîòàì, â ÷àñòíîñòè â îáëàñòè òåîðèè 
ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. 

Àâòîð áëàãîäàðåí äèðåêòîðó ÈÏÌÌÑ ÍÀÍ Óêðàèíû ÷ë.-êîð. 
ÍÀÍ Óêðàèíû, ä.ò.í., ïðîô. À.À. Ìîðîçîâó è çàìåñòèòåëþ äèðåêòî-
ðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ï. Êëèìåíêî çà ïîääåðæêó 
ïðîâîäèìûõ èì èññëåäîâàíèé è ïîìîùü, îêàçàííóþ èìè ïðè ïîäãî-
òîâêå ìîíîãðàôèè. 

*  *  * 

Çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè ìîæíî íàïðàâëÿòü àâòîðó ïî àäðåñó: 

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàøèí è ñèñòåì 
ÍÀÍ Óêðàèíû 

ïð. Ãëóøêîâà, 42, Êèåâ, 03680, Óêðàèíà, 

àäðåñ ýëåêòðîííîé ïî÷òû: igor.gorban@yahoo.com 
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ВВЕДЕНИЕ  

 
 
 
 
 
 
 
 
Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíèì èç óäèâèòåëü-

íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè, ïðîÿâëÿþùèéñÿ â ñòàáèëüíîñòè ñòàòèñòèê – ôóíêöèé 
âûáîðêè (÷àñòîòû ìàññîâûõ ñîáûòèé, ñðåäíèõ âåëè÷èí è ïð.) 
Ýòîò ôåíîìåí íàáëþäàåòñÿ ïîâñåìåñòíî è ïîòîìó åãî ìîæíî îò-
íåñòè ê ÷èñëó ôóíäàìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé ïðèðîäû. 

Íà ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âïåðâûå îáðàòèë 
âíèìàíèå òîðãîâåö ñóêíîì Äæ. Ãðàóíò â 1669 ã. [Graunt, 1939] 
Èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ôåíîìåíà ïðèâåëè ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé, øèðîêî èñïîëüçóåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. 

Àêñèîìàòèçàöèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äî íà÷àëà XX â. òåîðèÿ 
âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàëàñü êàê ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îïèñû-
âàþùàÿ ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà áûë ïîäíÿò âîïðîñ îá àêñèîìàòèçà-
öèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äàâèä Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë ýòó 
ïðîáëåìó êàê ñîñòàâíóþ ÷àñòü çàäà÷è àêñèîìàòèçàöèè çàêîíîâ 
ôèçèêè [Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, 1969]. 

Ìíîãèå èçâåñòíûå ó÷åíûå ïðèëîæèëè íåìàëî óñèëèé äëÿ 
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïðåäëàãàëèñü ðàçíûå ïîäõîäû. Îáùåïðè-
çíàííûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íûé ïîäõîä À.Í. Êîëìîãîðîâà, âîçâåäåííûé â ðàíã ìåæäóíàðîäíî-
ãî ñòàíäàðòà ISO [International standard, 2006]. 

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì 
À.Í. Êîëìîãîðîâà ñëó÷àéíîå ñîáûòèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ 

âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìîãî òðèàäîé ( , ,P  ), ãäå 

  – ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé  ,   – áîðåëåâ-

ñêîå ïîëå ( -àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé) è P  – âåðîÿòíîñòíàÿ 

ìåðà (âåðîÿòíîñòü) ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé. 
Ïîä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïîíèìàåòñÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, 

îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå   ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ ñî- 
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áûòèé  , à ïîä ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé – ôóíêöèÿ íåçàâèñèìîãî 

àðãóìåíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè ôèêñèðîâàííîì åãî çíà÷åíèè 

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. 

Ïîä ñëó÷àéíûì ÿâëåíèåì ïîíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò 

(ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, âåëè÷èíà èëè ôóíêöèÿ), êîòîðûé èñ÷åðïû-

âàþùå õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì, âïîëíå êîíêðåòíûì çà-

êîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. 

Â äàëüíåéøåì ÿâëåíèå èëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, íå îïèñû-

âàåìàÿ êîíêðåòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ñëó÷àéíûì íå ñ÷èòàåò-

ñÿ. Ýòî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå ïîëîæåíèå, íà êîòîðîå ñëåäóåò îá-

ðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå. 

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êëþ÷åâûì ÿâëÿ-

åòñÿ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè 

(ïî À.Í. Êîëìîãîðîâó) îíî íå èìååò ôèçè÷åñêîé òðàêòîâêè. 
Ïðè áîëåå íàãëÿäíîì ñòàòèñòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âåðîÿòíî-

ñòè (ïî Ð. ôîí Ìèçåñó [Mises, 1919, 1928, 1964, Ìèçåñ, 1930]) 

âåðîÿòíîñòü ( )P A  ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A  ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðå-

äåë ÷àñòîòû ( )Np A  åãî íàáëþäåíèÿ ïðè ïðîâåäåíèè îïûòîâ â îäè-

íàêîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ è óñòðåìëåíèè êîëè÷åñòâà îïû-

òîâ N  ê áåñêîíå÷íîñòè: ( ) lim ( )N
N

P A p A


 . 

Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N  ÷àñòîòà ( )Np A  ìîæåò ñèëüíî 

ôëóêòóèðîâàòü, îäíàêî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ N  ïîñòåïåííî ñòàáèëè-

çèðóåòñÿ è ïðè N    ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó ( )P A . 

Ôèçè÷åñêèå ãèïîòåçû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Âñå ìàòåìàòè÷åñêèå 

òåîðèè, â òîì ÷èñëå îñíîâàííàÿ íà ñèñòåìå àêñèîì À.Í. Êîë-

ìîãîðîâà òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàñàþòñÿ àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ïîíÿòèé. Îíè íå ñâÿçàíû ñ ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ìèðîì. 

Êîððåêòíîå èõ ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå âîçìîæíî ïðè ïðèíÿ-

òèè ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåç, óòâåðæäàþùèõ àäåêâàòíîñòü îïèñàíèÿ 

îáúåêòîâ ðåàëüíîãî ìèðà ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè 

ìîäåëÿìè. 

Êîððåêòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îáåñïå÷è-

âàåòñÿ ïðèíÿòèåì äâóõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåç: 

 ãèïîòåçû èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàòè-

ñòè÷åñêîé ïðîãíîçèðóåìîñòè) ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê ôèçè-

÷åñêèõ ÿâëåíèé – ðåàëüíûõ ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïî-

ëåé, îçíà÷àþùåé íàëè÷èå ñõîäèìîñòè ñòàòèñòèê ê íåêîòîðûì 

ïîñòîÿííûì âåëè÷èíàì, à òàêæå 
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 ãèïîòåçå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé 
ñëó÷àéíûìè (ñòîõàñòè÷åñêèìè) ìîäåëÿìè. 

Ïîëàãàþò, ÷òî ãèïîòåçà  èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ñïðàâåäëèâà äëÿ øèðîêîãî êðóãà ìàññîâûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-

íèé. Òåì ñàìûì ïðèíèìàåòñÿ êîíöåïöèÿ óñòðîéñòâà ìèðà íà ñëó-
÷àéíûõ ïðèíöèïàõ. 

Ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíèì èç 

îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê ôèçè÷åñêèì ãèïîòåçàì ÿâëÿåòñÿ èõ ñî-
ãëàñîâàííîñòü ñ îïûòíûìè äàííûìè. 

Ìíîãèå ãîäû ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è- 
âîñòè íå âûçûâàëà ñîìíåíèé, õîòÿ íåêîòîðûå ó÷åíûå (äàæå 

À.Í. Êîëìîãîðîâ è òàêèå èçâåñòíûå ó÷åíûå êàê À.À. Ìàðêîâ 

[Ìàðêîâ, 1924, ñ. 67], À.Â. Ñêîðîõîä [Èâàíåíêî, Ëàáêîâñêèé, 

1990, ñ. 4], Ý. Áîðåëü [Áîðåëü 1961, ñ. 28, 29], Â.Í. Òóòóáàëèí 

[Òóòóáàëèí, 1972 (2), ñ. 6, 7] è äð.) îáðàùàëè âíèìàíèå, ÷òî â 

ðåàëüíîì ìèðå ýòà ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà ëèøü ñ îïðåäåëåííû-

ìè îãîâîðêàìè. 

Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ðåàëüíîì ìèðå. 
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íà-

áëþäåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðî-

äû ïîêàçûâàþò, ÷òî ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè íå ïîäòâåðæäàåòñÿ. 

Ðåàëüíûé ìèð ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ. Èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò 

íà âñåõ óðîâíÿõ, â òîì ÷èñëå ñòàòèñòè÷åñêîì. Ñòàòèñòè÷åñêèå 

îöåíêè, ñôîðìèðîâàííûå íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ èíòåðâà-

ëàõ íàáëþäåíèÿ, îáëàäàþò îòíîñèòåëüíîé ñòàáèëüíîñòüþ. Ïðî-

ÿâëÿåòñÿ îíà â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêèõ 

äàííûõ óðîâåíü ôëóêòóàöèé çíà÷åíèé îöåíîê óìåíüøàåòñÿ. Ýòî 

ñîçäàåò èëëþçèþ èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíà-

êî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî îáúåìà, ïðè óâåëè÷åíèè 

êîëè÷åñòâà äàííûõ óðîâåíü ôëóêòóàöèé ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿ-

åòñÿ, à èíîãäà äàæå ðàñòåò. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåò íà íå-

èäåàëüíûé õàðàêòåð ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ðåàëüíîì ìèðå îç-

íà÷àåò, ÷òî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè íå èìååò ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòà-

öèè. Âåðîÿòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé. 

Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â äåòåðìèíèðîâàííûõ 

è ñëó÷àéíûõ ìîäåëÿõ. Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 

íàáëþäàåòñÿ â ðàçíûõ ìîäåëÿõ, äàæå äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñëó-

÷àéíûõ. 
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Òèïè÷íûé ïðèìåð – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðå-
äåëåíèå Êîøè. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå èìååò ìîìåíòîâ è ïîýòîìó 
ëþáûå îöåíêè åãî ìîìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû (íåñî-
ñòîÿòåëüíû). 

Ïðè÷èíû íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ðåàëüíîì 
ìèðå. Íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáóñëîâëåíû ðàç-

íûìè ïðè÷èíàìè. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïðèòîê â îòêðû-
òóþ ñèñòåìó èçâíå âåùåñòâà, ýíåðãèè è (èëè) èíôîðìàöèè, ïèòàþ-

ùèé íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû, ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, íèçêî÷àñòîòíàÿ ëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ îñîáîãî âèäà è äð. 

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà îï-
ðåäåëÿåòñÿ åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. Ïîêàçàíî, 

÷òî â ðåçóëüòàòå íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè øèðîêîïîëîñíûé 

ñòàöèîíàðíûé ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé øóì ìîæåò òðàíñôîð-

ìèðîâàòüñÿ â ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé ïðîöåññ. 

Èññëåäîâàíèå íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è 

ïîèñê ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ 

ÿâëåíèé îêðóæàþùåãî ìèðà ñ ó÷åòîì ýòèõ íàðóøåíèé ïðèâåëè ê 

ïîñòðîåíèþ íîâîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåðñëó÷àé-
íûõ ÿâëåíèé [Ãîðáàíü, 2007 (1), 2011 (1)]. 

Ïîíÿòèå ãèïåðñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áà-

çîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè (ìîäåëÿìè) ÿâëÿþòñÿ ñëó-

÷àéíûå ÿâëåíèÿ – ñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ; â 

òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé â òàêîì êà÷åñòâå âûñòóïàþò 

ãèïåðñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ – ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è 

ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâà íåñâÿçàííûõ ìåæäó 

ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ 

êàê åäèíîå öåëîå. 
Ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ òåòðàäû 

( , , , gG P  ), ãäå   – ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé  , 

  – áîðåëåâñêîå ïîëå, G  – ìíîæåñòâî óñëîâèé g G , gP  – âåðî-

ÿòíîñòíàÿ ìåðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé, çàâèñÿùàÿ îò óñëîâèÿ g . Òà-

êèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà çàäàåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ 

ñîáûòèé è âñåõ âîçìîæíûõ óñëîâèé g G . Ìåðû æå äëÿ óñëîâèé 

g G  íåò. 

Èñïîëüçóÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå A  

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîáûòèå, ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ êîòîðîãî ( )Np A  

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïûòîâ N  íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ è ïðè N    

íå èìååò ïðåäåëà. Â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ñîáûòèé ñâîéñòâîì 
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ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå îáëàäàåò. Îäíàêî òàêèì ñâîéñò-

âîì ìîãóò îáëàäàòü äðóãèå ñòàòèñòèêè, íàïðèìåð, ñòàòèñòèêè, 

îïèñûâàþùèå ãðàíèöû äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ñîáûòèé. 

Ñëó÷àéíîå ÿâëåíèå èñ÷åðïûâàþùå îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì, à ãèïåðñëó÷àéíîå ÿâëåíèå – ìíîæåñòâîì 

óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. 

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X , íàïðèìåð, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçó-

åòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x , à ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 

{ / }X X g G   – ìíîæåñòâîì óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 

( / )F x g , g G . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íå òîëü-
êî òàêèì ìíîæåñòâîì, íî è äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ïàðà-

ìåòðàìè, â ÷àñòíîñòè âåðõíåé ( ) sup ( / )S
g G

F x F x g


  è íèæíåé 

( ) inf ( / )I
g G

F x F x g


  ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, öåíòðàëü-

íûìè è íåöåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè ýòèõ ãðàíèö, ãðàíèöàìè 
ìîìåíòîâ è äð. 

Ñâÿçü ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè. Ñëó÷àéíóþ 
âåëè÷èíó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó, ó êîòîðîé ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò: 

( ) ( ) ( )S IF x F x F x  . 

Äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó 0x  ïðèáëèæåííî ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê âûðîæäåííûé ñëó÷àé ñëó÷àéíîé (èëè ãèïåðñëó-

÷àéíîé) âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x , èìåþùåé 

åäèíè÷íûé ñêà÷îê â òî÷êå 0x . 

Èíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóåìàÿ ãðàíèöàìè èíòåðâà-

ëà 1x , 2x , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, 

ó êîòîðîé ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SF x , ( )IF x  èìåþò 

åäèíè÷íûå ñêà÷êè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ 1x  è 2x . 

Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì 

ïîíÿòèé äåòåðìèíèðîâàííîé, ñëó÷àéíîé è èíòåðâàëüíîé âåëè÷èí. 

Áëàãîäàðÿ òàêîé óíèâåðñàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ãèïåðñëó÷àéíûõ 

ìîäåëåé ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëå-

íèÿ, îáëàäàþùèå ðàçíîé ñòåïåíüþ è âèäîì íåîïðåäåëåííîñòè. 

Äåòåðìèíèçì è íåîïðåäåëåííîñòü. Íà ïðîòÿæåíèè ñòîëåòèé 

ñ÷èòàëîñü, ÷òî ìèð îñíîâàí íà äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðèíöèïàõ. 

Îáíàðóæåíèå ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîêîëåáà- 
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ëî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëü èã-

ðàåò íå òîëüêî äåòåðìèíèçì, íî è íåîïðåäåëåííîñòü. 

Âàæíîé ôîðìîé íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîñòü. 
Ìíîãîçíà÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-

íûå ÿâëåíèÿ, èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè, à òàêæå ãè-

ïåðñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ. Âî âñåõ íèõ ïðèñóòñòâóåò íåîïðåäåëåí-

íîñòü, õîòÿ è ðàçíîãî âèäà. Íåîïðåäåëåííîñòü ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 
èìååò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, à èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè 
ìåðû íå èìåþò. Ãèïåðñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ ñîäåðæàò íåîïðåäåëåí-
íîñòü îáîèõ òèïîâ. 

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëå-
íèé. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ÿâ-

ëÿþòñÿ ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ – ñîáûòèÿ, âåëè÷èíû, 

ïðîöåññû è ïîëÿ, à ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ – íàðóøåíèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ðåàëüíûõ 

ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. 

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Òåîðèÿ 

ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé èìååò ìàòåìàòè÷åñêóþ è ôèçè÷åñêóþ 

ñîñòàâëÿþùèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îñíîâàíà íà êëàñ-

ñè÷åñêèõ àêñèîìàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé À.Í. Êîëìîãîðîâà, ôè-

çè÷åñêàÿ – íà äâóõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ àäåê-

âàòíîñòè: 

 ãèïîòåçå îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåàëü-
íûõ ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïîëåé è 

 ãèïîòåçå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé 
ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè. 

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýòè ãèïîòåçû ñïðàâåäëèâû äëÿ øèðîêî-

ãî êðóãà ìàññîâûõ ÿâëåíèé, âåäåò ê ïðèíÿòèþ íîâîé êîíöåïöèè 
óñòðîéñòâà ìèðà: åãî óñòðîéñòâó íà ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðèíöèïàõ. 
Îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðîëü â íåé îòâîäèòñÿ îãðàíè÷åííîé ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëå-

íèé – âåòâü òåîðèè âåðîÿòíîñòåé; ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè – 

íîâàÿ òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà íîâûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îá óñòðîéñò-

âå îêðóæàþùåãî ìèðà. 

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ïðè 
íàðóøåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ôàêò íàðóøåíèÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ 

ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåìûõ çàêîíîì áîëü-

øèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé. 



Введение 
 

 

 15 

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàê ïðè îòñóòñòâèè, òàê è 
ïðè íàëè÷èè íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âûáîðî÷íîå 
ñðåäíåå ñëó÷àéíîé âûáîðêè ñòðåìèòñÿ ê ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ 
îæèäàíèé. Ïðè îòñóòñòâèè íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè îíî ñõîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ÷èñëó, à ïðè íàðóøåíèè óñ-
òîé÷èâîñòè – ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ïëþñ èëè ìèíóñ) èëè 
ôëóêòóèðóåò â ïðåäåëàõ îïðåäåëåííîãî èíòåðâàëà. Â îáùåì ñëó÷àå 

ïðåäåëüíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå òàêîé âûáîðêè ìîæåò ïðåäñòàâ-

ëÿòü ñîáîé ÷èñëî, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èíòåðâàë èëè ãèïåðñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ íåïðåðûâíîé çîíîé íåîïðåäåëåííîñòè, îãðà-

íè÷åííóþ, êàê ïðàâèëî, êðèâûìè, ñîñòîÿùèìè èç ôðàãìåíòîâ 

ãàóññîâñêèõ êðèâûõ. 

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè ñõîäèòñÿ ê ôèê-
ñèðîâàííîé âåëè÷èíå (÷èñëó), ê ìíîæåñòâó ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷èí 
(÷èñåë), ôëóêòóèðóåò â îäíîì èëè íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ 
èíòåðâàëàõ èëè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå 

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå òàêîé âûáîðêè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé 

÷èñëî, èíòåðâàë, ìóëüòèèíòåðâàë, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó èëè ãè-

ïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ íåîáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîé çîíîé íå-

îïðåäåëåííîñòè, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè, ñîñòîÿùèìè èç ôðàã-

ìåíòîâ ãàóññîâñêèõ êðèâûõ. 

Ïîòåíöèàëüíàÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèé ïðè íàðóøåíèè ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ âî-

ïðîñ î ïîòåíöèàëüíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé. 

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì, ðàçðàáîòàííûì åùå 

Ãàëèëåî Ãàëèëååì, èçìåðÿåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü 

ïðåäñòàâëåíà îäíîçíà÷íîé äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé, à ðåçóëü-

òàò èçìåðåíèÿ – ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ 

èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèå: ñèñòåìàòè÷åñêóþ è ñëó÷àéíóþ. 

Ñîãëàñíî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âû-

áîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñòðåìèòñÿ ê 

íóëþ è â öåëîì ïîãðåøíîñòü – ê ñèñòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå, êàê èçâåñòíî, ýòî íå ïðîèñõîäèò. Âè-

íîé òîìó – íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Â ðàìêàõ ãèïåðñëó÷àéíîé ïàðàäèãìû ïîãðåøíîñòü íîñèò ãè-
ïåðñëó÷àéíûé õàðàêòåð è îïèñûâàåòñÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. 

Â îáùåì ñëó÷àå âûäåëèòü â ãèïåðñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè îò-
äåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íå óäàåòñÿ. Â îäíîì èç ïðîñòåéøèõ ñëó÷à-

åâ (êîãäà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ïî-

ãðåøíîñòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèìè 



Введение  
 

 

 16 

îæèäàíèÿìè ãðàíèö) ïîãðåøíîñòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñèñòåìà-
òè÷åñêóþ, ñëó÷àéíóþ è íåîïðåäåëåííóþ (íåïðîãíîçèðóåìóþ), îïè-

ñûâàåìóþ èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé. 

Ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè ãèïåð-

ñëó÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü ñîõðàíÿåò ãèïåðñëó÷àéíûé õàðàêòåð. 
Ýòî îáúÿñíÿåò ìíîãèå èçâåñòíûå, íî äîëãîå âðåìÿ îñòàâàâ-

øèåñÿ íåïîíÿòíûìè ôàêòû, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó òî÷íîñòü ëþ-

áûõ ôèçè÷åñêèõ èçìåðåíèé îãðàíè÷åíà, ïî÷åìó ïðè èñïîëüçîâà-

íèè áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òî÷íîñòü íå 

çàâèñèò îò îáúåìà äàííûõ è äð. 

Êàê ôîðìèðóåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïó-

òåé îáðàçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðîñòåéøèé èç íèõ – íåëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîðîæäàþùåå ìíîãîçíà÷íîñòü. Óñðåäíåíèå 
äåòåðìèíèðîâàííûõ äàííûõ ïðè îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè òàêæå ìî-

æåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ýôôåêòèâíîñòü ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Ðàçíûå ìîäåëè ïî-ðàçíî-

ìó è ñ ðàçíîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñâîéñò-

âà îêðóæàþùåãî ìèðà. 

Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè íå èìååò ôèçè÷åñêîé èíòåð-

ïðåòàöèè, íàäî ïðèçíàòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè îïèñûâàþò 

ýòè ñâîéñòâà ïðèáëèæåííî. Àäåêâàòíîå îïèñàíèå ìîãóò îáåñïå-

÷èòü èíòåðâàëüíûå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè. 
Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò ÷òî ñòîõàñòè-

÷åñêèå è äðóãèå ïîäîáíûå ìîäåëè áåñïîëåçíû. Íå ïîëíîå ñîîò-

âåòñòâèå ìîäåëåé ìîäåëèðóåìûì îáúåêòàì ñóùåñòâåííî ëèøü 

ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè. Çà÷àñòóþ îáúåìû âûáîðîê íåâå-

ëèêè. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ ñòîõàñòè-

÷åñêèìè è äðóãèìè ïðèáëèæåííûìè ìîäåëÿìè ïðåíåáðåæèìî 
ìàëà. Êàê ïðàâèëî, ýòè ìîäåëè ïðîùå, ÷åì èíòåðâàëüíûå è ãè-

ïåðñëó÷àéíûå, è ïîýòîìó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàþòñÿ ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûìè. 

Íåîáõîäèìîñòü â áîëåå ñëîæíûõ èíòåðâàëüíûõ è ãèïåðñëó-

÷àéíûõ ìîäåëÿõ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ïðîÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé 
õàðàêòåð ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè – îáû÷íî ïðè 

áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ è áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè. 

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé. Ïåðâîî÷åðåäíàÿ 

îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ñâÿçàíà ñî ñòàòè-

ñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ýëåê-

òðè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ, àêóñòè÷åñêèõ, ãèäðî-

àêóñòè÷åñêèõ, ñåéñìîàêóñòè÷åñêèõ, ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è ïð.) 
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áîëüøîé äëèòåëüíîñòè, à òàêæå ñ âûñîêîòî÷íûìè èçìåðåíèÿìè ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïðîãíîçèðîâàíèåì ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà îñíî-
âå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ. 

Ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ïðè ìî-

äåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïîëåé, 

äëÿ êîòîðûõ ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ìàëîñòè îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêî-

ãî ìàòåðèàëà íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûå îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê, à ìîæíî ëèøü óêàçàòü ãðàíèöû, â êîòî-

ðûõ îíè íàõîäÿòñÿ. 

Ïðîáëåìà ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Èñïîëüçîâàíèå 

íåñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ èíòåð-

âàëüíûå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè, îáîñòðÿåò ñêðûòóþ ïðîáëåìó 

êîððåêòíîé ôîðìàëèçàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîíÿòèé, îïðåäåëÿåìûõ ñ 

èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèÿ 

ýíòðîïèè. 

Ñëîæíîñòü â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íå èìååò ôèçè÷åñêîé èí-

òåðïðåòàöèè, è ïîýòîìó âñå ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóþùèå 

ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè, îêàçûâàþòñÿ ôàêòè÷åñêè íåîïðåäåëåííû-

ìè. Íî ýòó òðóäíîñòü, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ìîæíî ïðåîäîëåòü. 

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ðàñõîäÿùèõñÿ è ìíîãîçíà÷íûõ ôóíê-

öèé. Òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé çàòðàãèâàåò ìàëîèçó÷åííóþ 

îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êàñàþùóþñÿ íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè è ìíîãî-

çíà÷íîñòè. 

Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà ïîñòðîåíà íà ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-

ëèçå, îïåðèðóþùåì ñ îäíîçíà÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è 

ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè îäíîçíà÷íûå ïðåäåëû. 

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ïðèâåëî ê 

ôîðìèðîâàíèþ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è 

ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ïîíÿòèå ïðåäåëà îáîáùåíî íà ñëó÷àé ðàñõî-

äÿùèõñÿ (â îáû÷íîì ñìûñëå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ôóíêöèé, à ïî-

íÿòèÿ ñõîäèìîñòè, íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ïåðâîîá-

ðàçíîé, íåîïðåäåëåííîãî è îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëîâ – íà ñëó÷àé 

ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. 

Ïåðå÷èñëåííûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîíîãðàôèè. 

*  *  * 

Ñòðóêòóðà êíèãè. Ìîíîãðàôèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ÷àñòåé. Ïåðâàÿ 
÷àñòü (ãëàâû 1–8) ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ îñîáåííîñòåé ôå-

íîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè èñ-
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ñëåäîâàíèÿ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, â òîì ÷èñ-

ëå ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå äàííûõ. Âòîðàÿ ÷àñòü (ãëàâû 9–

13) ñîäåðæèò îïèñàíèå ìíîæåñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-

âàíèé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðè-

ðîäû. 

Òðåòüÿ ÷àñòü (ãëàâû 14–21) ïðåäñòàâëÿåò êðàòêîå èçëîæåíèå 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. ×åòâåð-
òàÿ ÷àñòü (ãëàâû 22–25) ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ 

ïîëîæåíèé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé è ôîðìèðîâàíèþ 

îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è ìíîãîçíà÷íûõ 

ôóíêöèé. Ïÿòàÿ ÷àñòü (ãëàâû 26–33) ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèå è 

ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíî-

ñòåé ïðè íàðóøåíèÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Íèæå ïðèâåäåíû àííîòàöèè ãëàâ. 

Ãëàâà 1. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïðîÿâëåíèÿ ôåíîìåíà ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè: ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû 

ñîáûòèé è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Îáðàùåíî âíèìàíèå, ÷òî ôåíî-

ìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ýìåðä-

æåíòíîñòè è ïðèñóù ôèçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì íå òîëüêî ñòîõàñòè-

÷åñêîé ïðèðîäû. Îáñóæäåíà ãèïîòåçà èäåàëüíîé (àáñîëþòíîé) 

ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðåäïîëàãàþùàÿ íàëè÷èå ñõîäè-

ìîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé è ñðåäíèõ âåëè÷èí. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû 

ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûõ ïðîöåññîâ. Îáñóæäåíû òåðìèíû 

«îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ» è «íåïðîãíîçèðóåìûå ñòà-

òèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ». 

Ãëàâà 2. Îïèñàíà øåñòàÿ ïðîáëåìà Ä. Ãèëüáåðòà, êàñàþùàÿñÿ 

àêñèîìàòèçàöèè ôèçèêè. Ðàññìîòðåíû îáùåïðèçíàííûå ìàòåìà-

òè÷åñêèå ïðèíöèïû àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìå-

õàíèêè. Ïðåäëîæåí âàðèàíò ðåøåíèÿ øåñòîé ïðîáëåìû íà îñíîâå 

äîïîëíåíèÿ  àêñèîì àêñèîìàòèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé, 

îïèñûâàþùèõ çàêîíû ôèçèêè, ôèçè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè àäåêâàò-

íîñòè, óñòàíàâëèâàþùèìè ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè òåîðèÿìè 

è ðåàëüíûì ìèðîì. Ðàññìîòðåíû îñíîâîïîëàãàþùèå ïîíÿòèÿ 

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Ñôîð-

ìóëèðîâàíû ãèïîòåçû àäåêâàòíîñòè äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è 

òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Îáðàùåíî âíèìàíèå, ÷òî ïî-

íÿòèå âåðîÿòíîñòè íå èìååò ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè â ðå-

àëüíîì ìèðå. 
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Ãëàâà 3. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîíöåïòóàëüíûå âçãëÿäû íà 

óñòðîéñòâî ìèðà ñ ïîçèöèé äåòåðìèíèçìà è íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. Îïèñàí ñïîñîá 

åäèíîîáðàçíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé. 

Ãëàâà 4. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ïðî-

öåññû, ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåí- 

íûì ñòàòèñòèêàì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûå âèäû íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. 

Ãëàâà 5. Ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè. Ââåäåíû ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. 

Ïðåäëîæåíû åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ. 

Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðÿäà ìîäåëåé ïðî-

öåññîâ. 

Ãëàâà 6. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ïðîöåññà îò îñîáåííîñòåé åãî âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê, â 

÷àñòíîñòè îò ïàðàìåòðîâ ôëóêòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

è êîððåëÿöèè îòñ÷åòîâ. 

Ãëàâà 7. Ðàññìîòðåíî ïðåîáðàçîâàíèå Âèíåðà–Õèí÷èíà. Îò-

ìå÷åíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, êîòîðûå íå èìåþò 

îäíîâðåìåííî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, õàðàêòåðíîé äëÿ ñòà-

öèîíàðíîãî ïðîöåññà, è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè. Óñ-

òàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ íåïðå-

ðûâíîãî ïðîöåññà è åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. 

Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ ïðîöåñ-

ñîâ ñî ñòåïåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. 

Ãëàâà 8. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòüþ äèñêðåòíîãî ïðîöåññà è åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ 

ìîùíîñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäà-

þùèå êîððåêòíîñòü ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ çàâèñèìîñòü ïàðà-

ìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-

ñòè ìîùíîñòè ïðîöåññà. 

Ãëàâà 9. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ 

ïðîöåññîâ: ñîáñòâåííûõ øóìîâ óñèëèòåëÿ, ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ 

øóìîâ ìîðñêèõ ñóäîâ, êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé ýëåê-

òðîñåòè, âûñîòû ìîðñêèõ âîëí è ïåðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ, ìàã-
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íèòíîãî ïîëÿ Çåìëè è êîòèðîâêè âàëþò. Îáðàùåíî âíèìàíèå, 

÷òî íà íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå îáíàðóæèâàþòñÿ, îäíàêî íà áîëüøèõ 

èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ âñå ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûìè. 

Ãëàâà 10. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàä-

êîâ â ðàéîíàõ Ìîñêâû è Êèåâà, à òàêæå ñêîðîñòè âåòðà â ðàéîíå 

×åðíîáûëÿ. Âñå èññëåäîâàííûå ïðîöåññû îêàçàëèñü ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûìè. Ñòåïåíü èõ íåóñòîé÷èâîñòè ðàçíàÿ. Óñòà-

íîâëåíî, ÷òî êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû çíà÷èòåëüíî áîëåå íåóñ-

òîé÷èâû, ÷åì êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ. 

Ãëàâà 11. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî-

âàíèé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè çâóêà â Òèõîì îêåàíå. 

Óñòàíîâëåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ýòèõ ïðîöåññîâ. 

Ãëàâà 12. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè èçëó÷åíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ðåíòãå-

íîâñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Âñå èññëåäîâàííûå êîëåáàíèÿ îêà-

çàëèñü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè. Íàèáîëåå óñòîé÷èâûìè 

ÿâèëèñü êîëåáàíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà PSRJ 

1012+5307. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà âñåì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ ýòè 

êîëåáàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, 

íî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó îò-

êëîíåíèþ. 

Ãëàâà 13. Ðàññìîòðåíû ðàçíûå òèïû øóìîâ: öâåòíûå, ôëèêêåð 

øóìû, ñàìîïîäîáíûå (ôðàêòàëüíûå). Îáîáùåíû ðåçóëüòàòû èñ-

ñëåäîâàíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ øóìîâ è 

ïðîöåññîâ. Èññëåäîâàíû ïðè÷èíû íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå ïðî-

öåññû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè: â ðåçóëüòàòå ïîñòó-

ïëåíèÿ èçâíå â îòêðûòóþ ñèñòåìó âåùåñòâà, ýíåðãèè è (èëè) èí-

ôîðìàöèè, íåëèíåéíûõ è äàæå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

Ãëàâà 14. Ââåäåíî ïîíÿòèå ãèïåðñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Äëÿ 

îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå âå-

ðîÿòíîñòè è ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ýòèõ 

ïàðàìåòðîâ. 
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Ãëàâà 15. Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû. Äëÿ åå îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (äàþùèå èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû), ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ìîìåíòû, à 

òàêæå ãðàíèöû ìîìåíòîâ. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ýòèõ õàðàêòåðè-

ñòèê è ïàðàìåòðîâ. 

Ãëàâà 16. Ââåäåíî ïîíÿòèå âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû. Ìåòîäû îïèñàíèÿ ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

îáîáùåíû íà ñëó÷àé âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðè-

âåäåíû ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ âåêòîðíûõ ãèïåð-

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Ãëàâà 17. Ââåäåíî ïîíÿòèå ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíê-

öèè. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ åå 

îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äàþ-

ùèå íàèáîëåå ïîëíóþ õàðàêòåðèñòèêó ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè), 

à òàêæå ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ãðàíèö, ìîìåíòû ãðàíèö è ãðàíèöû ìîìåíòîâ. 

Ãëàâà 18. Èçëîæåíû îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó-

÷àéíûõ ôóíêöèé: îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé, ïðîèçâîäíîé è èíòå-

ãðàëà ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé, à òàêæå ïî-

íÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè 

ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

Ãëàâà 19. Èçâåñòíûå äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïîíÿòèÿ ñòà-

öèîíàðíîñòè è ýðãîäè÷íîñòè îáîáùåíû íà ãèïåðñëó÷àéíûå 

ôóíêöèè. Ðàññìîòðåíû ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû îïèñàíèÿ ñòàöèî-

íàðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ñòàöèî-

íàðíûõ è ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

Ãëàâà 20. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ íà ïðåäìåò öåëå-

ñîîáðàçíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ïðåîáðàçî-

âàíèé. Ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè 

è ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàííûõ è èñõîäíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí è ïðîöåññîâ. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ 

ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè 

ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, à òàêæå ãèïåðñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðè áåçûíåðöèîííûõ è èíåðöèîííûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ. 
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Ãëàâà 21. Ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè 

è ïðèâåäåíû åå ñâîéñòâà. Îïèñàíà ìåòîäîëîãèÿ ôîðìèðîâàíèÿ 

îöåíîê õàðàêòåðèñòèê ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Àêöåíòèðîâà- 

íî âíèìàíèå íà íàðóøåíèè ñõîäèìîñòè ðåàëüíûõ îöåíîê è àäå-

êâàòíîñòè èõ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè. 

Ãëàâà 22. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îáîáùåíî íà ñëó÷àé ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé è ôóíêöèé. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ïðåäåëà, ïðèíèìàþùåãî 

îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, îáîáùåííûé ïðåäåë ïðè-

íèìàåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Äëÿ ðàñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ââåäåíî ïîíÿòèå ñïåêòðà ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Äîêà-

çàíà òåîðåìà î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ. 

Ãëàâà 23. Ïðèâåäåí ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé è ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêà-

çàíà òåîðåìà î ñïåêòðå ÷àñòîò çíà÷åíèé ðàçðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïèñàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèé. 

Ãëàâà 24. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïèñàíèÿ ìíîãî-

çíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ôîðìàëèçîâàíû ïîíÿòèÿ 

ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíû è ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè. Óñòàíîâëåíà 

ñâÿçü ìåæäó ìíîãîçíà÷íîñòüþ è íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè. Ââå-

äåíû ïîíÿòèÿ ñïåêòðîâ è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ 

âåëè÷èí è ôóíêöèé. 

Ãëàâà 25. Äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ââåäåíû ïîíÿòèÿ íå-

ïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðîèçâîäíîé, íåîïðåäåëåííîãî è îïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëîâ, à òàêæå ñïåêòðà ãëàâíûõ çíà÷åíèé îïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëà. 

Ãëàâà 26. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, èçâåñòíûé 

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñïðàâåäëèâ êàê ïðè 

íàëè÷èè, òàê è îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî. 

Ïðè îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ïðèáëèæàåòñÿ ê 

ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ñèíõðîííî ôëóêòóèðóÿ ñ 

íèì â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë îáîáùåí 

íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èññëå-

äîâàíû îñîáåííîñòè ïðîÿâëåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà áîëüøèõ 

÷èñåë. 

Ãëàâà 27. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé 

òåîðåìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè íàëè-



Введение 
 

 

 23 

÷èè è îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê ôèêñèðî-

âàííîìó ÷èñëó. Îáîáùåíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà íà 

ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðèâåäåíû  

ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, äåìîíñòðèðóþùèå 

îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ðåàëüíûõ ôèçè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ ê ôèêñèðîâàííûì ÷èñëàì. 

Ãëàâà 28. Ïðîàíàëèçèðîâàíû äâå êîíöåïöèè îöåíêè òî÷íî-

ñòè èçìåðåíèé: êîíöåïöèÿ ïîãðåøíîñòè è êîíöåïöèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòè. Ðàññìîòðåí ðÿä ìîäåëåé èçìåðåíèé. 

Ãëàâà 29. Èññëåäîâàíà äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ 

ìîäåëü èçìåðåíèÿ. Äëÿ òî÷å÷íûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ââåäå-

íû ïîíÿòèÿ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé è äîñòà-

òî÷íîé îöåíîê, à äëÿ èíòåðâàëüíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê – 

ïîíÿòèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà è ãðàíèö äîâåðèòåëüíîé âå-

ðîÿòíîñòè. Äîêàçàíû òåîðåìû, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû âåðõíåé 

ãðàíèöû òî÷íîñòè òî÷å÷íîé îöåíêè è ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî 

èíòåðâàëà èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ãèïåðñëó÷àéíûå 

îöåíêè äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí íåñîñòîÿòåëüíû è ïîýòîìó 

òî÷íîñòü èçìåðåíèé îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. 

Ãëàâà 30. Ðàññìîòðåíà ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ ìîäåëü 

èçìåðåíèÿ. Âûâåäåíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïîãðåøíîñòü ãè-

ïåðñëó÷àéíîé îöåíêè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îáùåì è ÷à-

ñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòû-

âàòü ïîãðåøíîñòü ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè ïðè êîñâåííûõ èçìå-

ðåíèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 

Ãëàâà 31. Äëÿ òî÷å÷íûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ãèïåðñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ââåäåíû ïîíÿòèÿ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, 

ýôôåêòèâíîé è äîñòàòî÷íîé îöåíîê. Äîêàçàíû òåîðåìû, îïðåäå-

ëÿþùèå ãðàíèöû âåðõíåé ãðàíèöû òî÷íîñòè òî÷å÷íîé îöåíêè è 

ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Äàíî 

ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå èçâåñòíîãî èç ïðàêòèêè ôàêòà, ÷òî 

òî÷íîñòü ëþáûõ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ èçìåðåíèé èìååò ïðåäåë, 

ïðåîäîëåòü êîòîðûé íå óäàåòñÿ äàæå ïðè î÷åíü áîëüøîì îáúåìå 

äàííûõ. 

Ãëàâà 32. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïðåäåëå-

íèÿ ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè. Ïîíÿòèå øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè äëÿ 

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðîñòðàíåíî íà íåîïðåäåëåííûå âåëè÷è-

íû, íå èìåþùèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ýíòðî-

ïèè ãèïåðñëó÷àéíîé è èíòåðâàëüíîé âåëè÷èí. 
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Ãëàâà 33. Èññëåäîâàíû ïóòè ôîðìèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòè. Âûÿñíåíî, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå 

îïðåäåëåííîãî òèïà íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è â ïðîöåññå  

óñðåäíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí ïðè îòñóòñòâèè ñõîäè-

ìîñòè. Äàíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òîìó, ÷òî èíòåðâàëüíûå, 

ìóëüòèèíòåðâàëüíûå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè ñïîñîáíû àäåê-

âàòíî îòðàæàòü ðåàëèè îêðóæàþùåãî ìèðà, à ñëó÷àéíûå ìîäåëè 

ìîãóò îáåñïå÷èâàòü ëèøü ïðèáëèæåííîå èõ îïèñàíèå. 

Â Ïðèëîæåíèè 1 ïðèâåäåíû âûñêàçûâàíèÿ èçâåñòíûõ ó÷åíûõ 

ïî ïîâîäó ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, â Ïðèëîæå-
íèè 2 – áàçîâûå ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, â Ïðèëî-
æåíèè 3 – ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè, êàñàþùèåñÿ èññëåäîâà-

íèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ, à â Ïðèëîæåíèè 4 
êðàòêî èçëîæåíà èñòîðèÿ ôîðìèðîâàíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ 

ÿâëåíèé. 

Â ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷åíû ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ è çàðó-

áåæíûõ àâòîðîâ, èñïîëüçîâàííûå ïðè íàïèñàíèè ìîíîãðàôèè. 
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ОСОБЕННОСТИ 
ФЕНОМЕНА СТАТИСТИЧЕСКОЙ 

УСТОЙЧИВОСТИ 

 
 
 
 
 
 

Ïåðâàÿ, ââîäíàÿ, ÷àñòü ìîíîãðàôèè, âêëþ÷àþùàÿ âîñåìü ãëàâ, 

ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ôèçè÷åñêîãî ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè, àíàëèçó åãî ñâîéñòâ è ó÷åòó ýòèõ ñâîéñòâ â ðàìêàõ 

èçâåñòíûõ òåîðèé. 

Îáðàùåíî âíèìàíèå, ÷òî ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé íîñèò îãðàíè÷åííûé õàðàê-

òåð, ïðîÿâëÿþùèéñÿ â îòñóòñòâèè òåíäåíöèè ñõîäèìîñòè ñðåä-

íèõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó â ðåàëüíîì ìèðå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè íå 

èìååò ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. 

Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçíûå êîíöåïòóàëüíûå âçãëÿäû íà óñò-

ðîéñòâî ìèðà ñ ïîçèöèé äåòåðìèíèçìà è íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå âàðèàíòà îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-

íèé áåç ó÷åòà íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, øèðîêî 

èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñ àëüòåðíàòèâíûì âàðèàí-

òîì îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé ñ ó÷åòîì íàðóøåíèé ñòàòèñòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðåäëàãàåìîãî òåîðèåé ãèïåðñëó÷àéíûõ 

ÿâëåíèé. 

Ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðî-

öåññîâ, ââåäåíû ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè è 

åäèíèöû èõ èçìåðåíèÿ, îïèñàíà ìåòîäèêà îöåíêè ñòåïåíè íà-

ðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íà èíòåðâàëàõ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè, 

óñòàíîâëåíû çàâèñèìîñòè íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ïðîöåññîâ îò îñîáåííîñòåé èõ âðåìåííûõ è ñïåêòðàëüíûõ 

õàðàêòåðèñòèê. 

ЧАСТЬ І 
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Глава 1 
 

ФЕНОМЕН СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
И ЕГО СВОЙСТВА  

 
 
 
 

 
 
 
Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïðîÿâëåíèÿ ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè: ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû ñîáûòèé è 
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Îáðàùåíî âíèìàíèå, ÷òî ôåíîìåí ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ýìåðäæåíòíîñòè è ïðèñóù 
ôèçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì íå òîëüêî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû. Ðàñ-
ñìîòðåíà ãèïîòåçà èäåàëüíîé (àáñîëþòíîé) ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè, ïðåäïîëàãàþùàÿ íàëè÷èå ñõîäèìîñòè ÷àñòîòû ñîáû-
òèé è ñðåäíèõ âåëè÷èí. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòàòèñòè÷åñêè íåóñ-
òîé÷èâûõ ïðîöåññîâ. Îáñóæäåíû òåðìèíû «îäèíàêîâûå ñòàòèñòè-
÷åñêèå óñëîâèÿ» è «íåïðîãíîçèðóåìûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ». 

1.1. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЧАСТОТЫ СОБЫТИЙ 

Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â ñòà-
áèëüíîñòè ñòàòèñòèê1, â ÷àñòíîñòè, ÷àñòîòû ñîáûòèé, âûáîðî÷-
íûõ ñðåäíèõ è ïðî÷èõ âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ. 

Íà ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âïåðâûå îáðàòèë 
âíèìàíèå â 1669 ã. òîðãîâåö ñóêíîì Äæ. Ãðàóíò [Graunt, 1939]. 
Ñîõðàíèëèñü îòðûâî÷íûå ñâåäåíèÿ îá èññëåäîâàíèÿõ ñòàòèñòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðîâîäèìûå â ïåðèîä ñ êîíöà XVII ïî êî-
íåö XIX ñòîëåòèÿ Ä. Âåííîì, Ñ.Ä. Ïóàññîíîì, È.Æ. Áüåíåìå, 
Î. Êóðíî, À. Êåòëå, ß. Áåðíóëëè è äð. [Øåéíèí, www, ×àéêîâ-
ñêèé, 2004]. 

Ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 
íà÷àëèñü â êîíöå XIX âåêà. Íåìåöêèé ñòàòèñòèê Â. Ëåêñèñ â 
1879 ã. âïåðâûå ïîïûòàëñÿ ñâÿçàòü ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ÷àñòîòû ñ äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íà ðó-
áåæå ñòîëåòèé è â íà÷àëå XX âåêà èññëåäîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè çàíèìàëèñü Ê. Ïèðñîí, À.À. ×óïðîâ, Â.È. Áîðòêå- 

                                          
1 Ïîä ñòàòèñòèêîé ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ âûáîðêè. 
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Ò à á ë è ö à  1.1 

¹ Èññëåäîâàòåëü 
Êîëè÷åñòâî 

îïûòîâ 
×èñëî âûïàäåíèé 

îðëà 
×àñòîòà âûïà-

äåíèé îðëà 

1 Áþôôîí 4 040 2 048 0,508 

2 Ê. Ïèðñîí 12 000 6 019 0,5016 

3 Ê. Ïèðñîí 24 000 12 012 0,5005 

4 Ôåéíìàí 3 000 1 492 0,497 

5 Äå Ìîðãàí 4 092 2 048 0,5005 

6 Äæåâîíñ 20 480 10 379 0,5068 

7 Ðîìàíîâñêèé 80 640 39 699 0,4923 

8 Ôåëëåð 10 000 4 979 0,4979 

 
Ò à á ë è ö à  1.2 

¹ ñåðèè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

×èñëî 
âûïàäåíèé 
îðëà 

502 518 497 529 504 476 507 528 504 529 

 
âè÷, À.À. Ìàðêîâ, Ð. ôîí Ìèçåñ è äð. [Øåéíèí, www, ×àéêîâ-
ñêèé, 2004]. 

Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî ÷àñòîòó âûïàäåíèÿ îïðåäåëåííîé ñòî-
ðîíû ìîíåòû èññëåäîâàëè Ï.Ñ. Ëàïëàñ, Æ.Ë. Áþôôîí, Ê. Ïèðñîí, 
Ð.Ô. Ôåéíìàí è ìíîãèå äðóãèå ó÷åíûå. 

Â òàáë. 1.1 è íà ðèñ. 1.1, à ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû èõ ýêñïåðèìåíòîâ [Ãíåäåíêî, 1961, 1988, Ôåéíìàí, Ëåéòîí, 
Ñýíäñ, 1965, Ðîæêîâ, 1996]. Â òàáë. 1.2 è íà ðèñ. 1.1, á ïðåäñòàâ-
ëåíû ðåçóëüòàòû äåñÿòè ñåðèé îïûòîâ ïî áðîñàíèþ ìîíåòû 
[Ìîñòåëëåð, Ðóðêå, Òîìàñ, 1969, ñ. 91] (êàæäàÿ ñåðèÿ ñîñòîÿëà èç 
1000 îïûòîâ). 

Ýòè òàáëèöû è ðèñóíêè, îòðàæàþò íå âûçûâàþùèé ñîìíåíèÿ 
ôàêò, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå îïûòîâ ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ 
îïðåäåëåííîé ñòîðîíû ìîíåòû áëèçêà ê 0,5. Îäíàêî îòìåòèì, 
÷òî îíè íå ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè ñõîäèìîñòè ýòîé ÷àñòîòû 
ê îïðåäåëåííîìó ÷èñëó (â äàííîì ñëó÷àå ê 0,5). Áîëåå òîãî, ãðàôè-
êè, ñêîðåå, óêàçûâàþò íà îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè, ÷åì íà åå íà-
ëè÷èå. 

Äîëãîå âðåìÿ ïîëàãàëè, ÷òî ÷àñòîòû ðåàëüíûõ ñîáûòèé îá-
ëàäàþò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè. Íà ýòîì áàçèðóåòñÿ òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòåé. Îäíàêî ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû  ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
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Ðèñ. 1.1. Çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû âûïàäåíèÿ îðëà   îò êîëè÷åñòâà îïûòîâ N  

ïî äàííûì òàáë. 1.1 (à) è òàáë. 1.2 (á). Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû 
îäíîñèãìîâûå îòêëîíåíèÿ îò îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 0,5 

 

èññëåäîâàíèé çàðîæäàþò ñîìíåíèå â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óò-
âåðæäåíèÿ. Âîïðîñ î íàëè÷èè ñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå 
áåññïîðíûì. 

1.2. ЭМЕРДЖЕНТНОСТЬ 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ЧАСТОТЫ 

Â òåîðèè ñèñòåì è ñèíåðãåòèêå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ýìåðä-
æåíòíîñòè èëè «ñèñòåìíîãî ýôôåêòà». 

Ïîä ñèñòåìîé 2 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íàõî-
äÿùèõñÿ â îòíîøåíèÿõ è ñâÿçÿõ äðóã ñ äðóãîì, êîòîðîå îáðàçóåò 
îïðåäåëåííóþ öåëîñòíîñòü, åäèíñòâî. 

Ïîä ýìåðäæåíòíîñòüþ 3 ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó ñèñòå-
ìû íåêîòîðûõ ñâîéñòâ, íå ïðèñóùèõ îòäåëüíûì åå ïîäñèñòåìàì 

                                          
2 Ñëîâî ñèñòåìà ïåðåâîäèòñÿ ñ äðåâíåãðå÷åñêîãî ÿçûêà êàê öåëîå, ñî-

ñòàâëåííîå èç ÷àñòåé; ñîåäèíåíèå. 
3 Ñëîâî ýìåðäæåíòíîñòü (emergence) ïåðåâîäèòñÿ ñ àíãëèéñêîãî ÿçûêà 

êàê âîçíèêàþùèé, íåîæèäàííî ïîÿâëÿþùèéñÿ. 

 



1.2. Эмерджентность статистической устойчивости частоты 
 

 

 29 

è áëîêàì. Ýìåðäæåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðì ïðîÿâëåíèÿ 
çàêîíà ïåðåõîäà êîëè÷åñòâåííûõ èçìåíåíèé â êà÷åñòâåííûå. 

Ïðèìåðîì ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ýìåðäæåíòíûìè ñâîéñòâàìè, 
ÿâëÿåòñÿ ñòàÿ ðûá èëè ïòèö, ïîâåäåíèå êîòîðîé ñèëüíî îòëè÷àåò-
ñÿ îò ïîâåäåíèÿ âõîäÿùèõ â íåå îñîáåé. Ýìåðäæåíòíûå ñâîéñòâà 
äåìîíñòðèðóåò ãðóïïîâîå ïîâåäåíèå ëþäåé â ñîöèóìå. Îòëè÷èå 
ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ îò ñâîéñòâ, âõîäÿùèõ â íèõ õèìè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ – òàêæå ïðîÿâëåíèå ýìåðäæåíòíîñòè. 

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû – ñâîéñòâî ìàññîâûõ 
(ìíîæåñòâåííûõ) ñîáûòèé. Ýòî ñâîéñòâî íå ïðèñóùå îäèíî÷íî-
ìó ñîáûòèþ, íî ïðèñóùå èõ ñîâîêóïíîñòè. Ïîýòîìó ñòàòèñòè-
÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýìåðä-
æåíòíîå ñâîéñòâî. 

Ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ ýìåðäæåíòíîñòè äàëåêî íå âñåãäà 
ÿñåí. Åñëè, íàïðèìåð, ñïåöèôè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàè ðûá èëè 
îòëè÷èå ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ îò ñâîéñòâ, âõîäÿùèõ â íèõ 
õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî îáúÿñíèòü íàëè÷èåì îïðåäåëåí-
íûõ ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû, òî ôåíîìåí ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé ïðè îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî 
ÿâíîé ñâÿçè ìåæäó îòäåëüíûìè ñîáûòèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàãà-
äî÷íûì. 

Ïðèðîäà ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îñòàåòñÿ äî 
êîíöà íåïîíÿòíîé. Ïðåäïðèíèìàåìûå íà ïðîòÿæåíèè âåêîâ ïî-
ïûòêè ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ íå ïðèâåëè ê êàêîìó-ëèáî ñóùåñò-
âåííîìó ïîëîæèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. 

Îáúÿñíåíèå ýòîãî ôåíîìåíà íàõîäèòñÿ íà òîì æå óðîâíå, ÷òî 
è îáúÿñíåíèå äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ôåíîìåíîâ, òàêèõ êàê ôåíîìå-
íû ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ãðàâèòàöèîííîãî 
ïîëÿ, èíåðöèîííîñòè ìàòåðèàëüíûõ òåë è äð. 

Â ðàìêàõ îïðåäåëåííûõ ôèçè÷åñêèõ èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ìîæíî ïûòàòüñÿ èñêàòü è äàæå íàõîäèòü îáúÿñíåíèÿ ýòèì 
ôåíîìåíàì. Íî âñå ýòè îáúÿñíåíèÿ íå âûõîäÿò çà ðàìêè îãðàíè-
÷åíèé è ïðåäïîëîæåíèé, ïðèíèìàåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäå-
ëåé. Èñòèííàÿ æå ôèçè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ôåíîìåíîâ îñòàåòñÿ çà-
êðûòîé. 

Îäíàêî îòñóòñòâèå ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ ñóùíîñòè òîãî èëè 
èíîãî ôèçè÷åñêîãî ôåíîìåíà íå ñëóæèò ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ òåîðèé, îêàçûâàþùèõñÿ ïîëåç-
íûìè äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. 

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè òàêèõ òåîðèé ÿâëÿþòñÿ òåîðåòè-
÷åñêàÿ ìåõàíèêà, îñíîâàííàÿ íà çàêîíàõ Íüþòîíà, ôåíîìåíîëî- 
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ãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïî-

ëå, òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà è ìíîãèå äðóãèå. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âñå òåîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ 

ÿâëÿþòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè. Â èõ îñíîâå ëåæàò íåêèå ôèçè-

÷åñêèå ôåíîìåíû, íå îáúÿñíÿåìûå ñàìîé òåîðèåé, à ïðèíèìàå-

ìûå êàê íåîñïîðèìûå èñòèíû. 

Â ðàìêàõ ýòèõ òåîðèé íå ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ïðè÷èíàõ, âûçû-

âàþùèõ òîò èëè èíîé ôåíîìåí. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ 

äðóãèì âîïðîñàì, â ïåðâóþ î÷åðåäü îñîáåííîñòÿì ïðîÿâëåíèÿ 

ôåíîìåíà â ðåàëüíîì ìèðå è àäåêâàòíîìó åãî îïèñàíèþ ìàòåìà-

òè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. 

Â ïîëíîé ìåðå ýòî îòíîñèòñÿ è ê ôåíîìåíó ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè. 

1.3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ 

Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî 
â ñòàáèëüíîñòè ÷àñòîòû ìàññîâûõ ñîáûòèé, íî è â ñòàáèëüíîñòè 
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïðîöåññîâ èëè èõ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ: 

1

1 N

N n
n

y x
N 

  ,                             (1.1) 

ãäå nx  – n -é äèñêðåòíûé îòñ÷åò ïðîöåññà ( 1,n N ). 

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ðåàëèçàöèþ øóìà ñ ðàâíîìåðíîé 

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè (áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà) 

(ðèñ. 1.2, à). Çíà÷åíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ýòîãî ïðîöåññà, êàê 

âèäíî èç ðèñ. 1.2, á, èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà óñðåäíÿå-

ìûõ îòñ÷åòîâ (èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ). Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà 

îòñ÷åòîâ ôëóêòóàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî óìåíüøàþòñÿ è 

ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîñòåïåííî ñòàáèëèçèðóåòñÿ. 

Ýòîò ýôôåêò ìîæíî íàáëþäàòü íå òîëüêî, êîãäà ïðîöåññ 

ñëó÷àéíûé, íî è êîãäà îí äåòåðìèíèðîâàííûé (íàïðèìåð, ïðè 

ëþáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ, â ÷àñòíîñòè, ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ 

(ðèñ. 1.2, â, ã)). 

Ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ óñðåäíåíèÿ òåíäåí-

öèÿ ê ñòàáèëèçàöèè ñðåäíåãî ïðîñëåæèâàåòñÿ âî ìíîãèõ ðåàëü-

íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. 

Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 1.3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ 

âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè íà 

ïðîòÿæåíèè 100 ñ. 
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Ðèñ. 1.2. Ðåàëèçàöèÿ áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà (ìîäåëü 1) (à), ãàðìîíè÷åñêîå 
êîëåáàíèå (ìîäåëü 2) (â) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå (á, ã) 

 
Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 1.3, à, êîëåáàíèå íàïðÿæåíèÿ ñîäåðæèò 

ïåðèîäè÷åñêóþ (ïðàêòè÷åñêè ãàðìîíè÷åñêóþ) è øóìîâóþ ñîñ-
òàâëÿþùèå. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ â ïðåäå-
ëàõ îò íóëÿ äî 100 ñ îáå ñîñòàâëÿþùèå ïîäàâëÿþòñÿ. Â ðåçóëüòà-
òå ñðåäíåå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ (ðèñ. 1.3, á). 

Çàìåòèì, ÷òî ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íàáëþ-
äàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè è äðóãèõ ñòàòèñòèê, íàïðèìåð, âûáîðî÷-
íîé äèñïåðñèè 

2

2

1
( )

2N N

N

z n z
n

D z m
N 

 
                        (1.2) 

âûáîðî÷íîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ) 

2

1

1
( )

1

n

n i n
i

z x y
n 

 
   ( 2, )n N                 (1.3) 
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Ðèñ. 1.3. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè (à) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî (á) 

 
äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ nx  ( 1,n N ), ãäå 

2

1

1N

N

z n
n

m z
N 


                                 (1.4) 

– ñðåäíåå ôëóêòóàöèè âûáîðî÷íîãî ÑÊÎ (1.3). 
Îáû÷íî ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñâÿçûâàþò ñî 

ñëó÷àéíûìè ÿâëåíèÿìè, èçó÷àåìûìè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îä-
íàêî ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îí ïðèñóù òàêæå íåêî-     
òîðûì ÿâëåíèÿì íåñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû, â ÷àñòíîñòè, îïè-
ñûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèìè äåòåðìèíèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè (ñì. 
ðèñ. 1.2, â, ã). 

Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåòñÿ â ðåàëü-
íîé æèçíè ïîâñåìåñòíî è ïîýòîìó åãî ìîæíî îòíåñòè ê ÷èñëó 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé ïðèðîäû. 

1.4. ГИПОТЕЗА ИДЕАЛЬНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ 

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèé âðîäå áû óêàçûâàþò, ÷òî ÷àñòîòà ðåàëüíûõ ñîáû-
òèé è óñðåäíåííûå âåëè÷èíû ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè. 

Íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ïðàâäîïîäîáíûì 

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÷àñòîòà ( )Np A  ëþáîãî ðåàëüíîãî ñîáûòèÿ A  

ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé âåëè÷èíå ( )p A  (âåðîÿòíîñòè), à âûáîðî÷-
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íîå ñðåäíåå äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ nx  ( 1,2,n   ) ëþáîãî ðåàëüíîãî 

ïðîöåññà èìååò ïðåäåë 

1

1
lim lim

N

N n
N N

n

y y x
N  

   .                   (1.5) 

Â ïîëüçó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ óêàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêè ñòðî-
ãèå äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ñòàòèñòèê ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ. 

Îäíàêî, ïîíÿòíî, íèêàêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ìîäå-
ëåé, íå ìîãóò çàìåíèòü ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ÷àñòîò 
ðåàëüíûõ ñîáûòèé è ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ðåàëüíûõ 
ïðîöåññîâ. À òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà íåò, è îíî íå ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî, ïîñêîëüêó â ðåàëüíîé æèçíè îáúåì âûáîðêè âñåãäà îãðàíè÷åí. 

Îòìåòèì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ñòàáèëüíîñòü ÷àñòîòû ðåàëüíûõ 
ñîáûòèé è âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå ãàðàíòè-
ðóþò ñõîäèìîñòü. 

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ôèêñèðóþùèõ ôåíî-
ìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ìîæíî ëèøü ïðåäïîëàãàòü íà-
ëè÷èå ñõîäèìîñòè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü â 
âèäå ãèïîòåçû èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ãèïîòåçà êàñàåòñÿ íå àáñòðàêò-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ìèðà. 
Ïîýòîìó ýòî ôèçè÷åñêàÿ ãèïîòåçà. Íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ìàòå-
ìàòèêå îíà íå èìååò. Ìàòåìàòèêà â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò 
ëèøü êàê ñðåäñòâî ôîðìàëèçàöèè ïðåäïîëîæåíèÿ è íå áîëåå òîãî. 

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (îñîáåííî â ïðèêëàäíûõ åå ðàçäåëàõ è 
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå) ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü. Ñâÿçàíî ýòî ñ 

÷àñòî èñïîëüçóåìûì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ÷àñòîòà ( )p N  ëþáîãî 

ðåàëüíîãî ìàññîâîãî ñîáûòèÿ èìååò íåêîòîðûé ïðåäåë 

lim ( )
N

p p N


 ,                              (1.6) 

òðàêòóåìûé êàê âåðîÿòíîñòü 4. 
Ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò 

äàòü ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó íå òîëüêî ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè, íî 
îäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé – ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

                                          
4 Ïðè ýòîì, îäíàêî, â ñîâðåìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êàê ìàòåìàòè-

÷åñêîé äèñöèïëèíå, âåðîÿòíîñòü íå ñâÿçûâàþò ñî ñõîäèìîñòüþ ÷àñòîòû ñî-
áûòèé. 
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Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ìîæíî 

ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë âûáîðî÷íîé (ýìïèðè÷åñêîé) ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ 

* ( )
( )N

N x
F x

N
 ,                              (1.7) 

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà 
x  ÷àñòîòó ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïå-

ðåìåííàÿ âåëè÷èíà X  â ñåðèè èç N  îïûòîâ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ, ìåíüøèå âåëè÷èíû x , ò. å. 

* ( )
( ) lim ( ) limN

N N

N x
F x F x

N 
  ,                  (1.8) 

ãäå ( )N x  – êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ, êîãäà âåëè÷èíà X  îêàçàëàñü 

ìåíüøå âåëè÷èíû x . 

1.5. СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà áîëüøèõ 
èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò (ñì., íàïðèìåð, [Ãîðáàíü, 
2011 (1), Ýëüÿñáåðã, 1983]), ÷òî ãèïîòåçà èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòè íå íàõîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ 
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íîñèò 
íåèäåàëüíûé õàðàêòåð. 

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ îöåíêà äèñïåð-
ñèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå îöåíêè 
äèñïåðñèé äðóãèõ ñòàòèñòèê âíà÷àëå óìåíüøàþòñÿ, à çàòåì, äîñ-
òèãíóâ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ, îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà îäíîì 
è òîì æå óðîâíå èëè âîçðàñòàþò. Èíîãäà íàáëþäàåòñÿ ÷åðåäîâà-
íèå öèêëîâ ñïàäàíèÿ è íàðàñòàíèÿ îöåíîê äèñïåðñèé. 

Êàê ïðàâèëî, ýòè îöåíêè íå ïðîÿâëÿþò òåíäåíöèè ñòðåìëå-
íèÿ ê íóëþ. Â èñêëþ÷èòåëüíî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ òåíäåíöèÿ 
íàáëþäàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê îäíîé èç ñòàòèñòèê, íî ïðè ýòîì 
ïî äðóãèì ñòàòèñòèêàì îíà íå íàáëþäàåòñÿ. Íè â îäíîì èç ýêñ-
ïåðèìåíòîâ, íàïðèìåð, íå áûëî çàôèêñèðîâàíî òåíäåíöèè ñòðåì-
ëåíèÿ îäíîâðåìåííî ê íóëþ îöåíêè äèñïåðñèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è 
îöåíêè äèñïåðñèè ÑÊÎ. 

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøîì îáúåìå äàííûõ íå ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèè 
ê ñõîäèìîñòè è ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. 
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Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé óêàçûâàþò íà òî, ÷òî íàðóøåíèå 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè – îñîáåííîñòü, ïðèñóùàÿ, ïî âñåé 

Ðèñ. 1.4. Ôðàãìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.9) (à), íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà 
(1.10) (â) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñðåäíèå (á, ã) (f1 = 100, f2 = 0,002, N = 6000) 

 
âèäèìîñòè, âñåì ôèçè÷åñêèì ñîáûòèÿì, âåëè÷èíàì, ïðîöåññàì è ïî-
ëÿì. Èñêëþ÷åíèÿ, âîçìîæíî, ñîñòàâëÿþò ëèøü íåêîòîðûå ìèðî-
âûå êîíñòàíòû, òàêèå, êàê ñêîðîñòü ñâåòà, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è 
äð. [Ãîðáàíü, 2007 (1), 2011 (1)]. 

Íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ âðåìåííûõ, ïðîñòðàíñòâåííûõ è 
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ãèïîòåçà 
èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáû÷íî õîðîøî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, îäíàêî 
íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ îáíàðóæèâàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàñõîæ-
äåíèÿ. 

Ìåòîäèêà è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà-
ðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí è ïðîöåññîâ äåòàëüíî îïèñàíû â ÷àñòè II íàñòîÿùåé ìî-
íîãðàôèè è â ïàðàãðàôå 27.3. 

Ïîêà æå îãðàíè÷èìñÿ íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè, äåìîíñòðè-
ðóþùèìè, ÷òî íå âñå ïðîöåññû îáëàäàþò ñâîéñòâîì èäåàëüíîé 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Íàðóøåíèå ñõîäèìîñòè èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå äèñ-
êðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ðèñ. 1.4, à): 
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1cos(2 lg / lg ), 1,2,nx f n N n                 (1.9) 

è íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà (ðèñ. 1.3, â): 

 2( ) sin 1 (2 ) , 0x t f t t   ,                   (1.10) 

ãäå 1f , 2f  – ÷àñòîòíûå ïàðàìåòðû, N  – ïàðàìåòð ìàñøòàáà, 

t  – òåêóùåå âðåìÿ. 

Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.9) ïðè áîëüøîì ÷èñëå óñðåäíÿåìûõ 
îò÷åòîâ àìïëèòóäà ôëóêòóàöèè ñðåäíåé âåëè÷èíû ïðàêòè÷åñêè 
íå èçìåíÿåòñÿ (ðèñ. 1.4, á), à ó ïðîöåññà (1.10) – äàæå âîçðàñòàåò 
(ðèñ. 1.4, ã). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðåäíèå âåëè÷èíû íå èìåþò ïðåäå-
ëà, ò. å. îáà ïðîöåññà ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. 

Ðåàëüíûå ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷è-
âûìè. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 1.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé ýëåêòðîñåòè íà ïðîòÿæå- 

 
 

Ðèñ. 1.5. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè íà ïðîòÿæåíèè 
äâóõ ñåàíñîâ çàïèñè (à, â) è ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå ñðåäíèå (á, ã) 
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íèè äâóõ ñ ïîëîâèíîé ñóòîê. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, â äàííîì 
ñëó÷àå âûáîðî÷íûå ñðåäíèå íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ äàæå ïðè î÷åíü 
áîëüøîì âðåìåíè óñðåäíåíèÿ. 

1.6. ОДИНАКОВЫЕ И СТАТИСТИЧЕСКИ НЕПРОГНОЗИРУЕМЫЕ 
УСЛОВИЯ 

Îáúÿñíÿÿ â ðàìêàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ôåíîìåí ñòàòèñòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, îáû÷íî îáðàùàþò âíèìàíèå íà íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ â îäèíàêîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. 

Ïîíÿòèå «îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ» íå òàêîå òðè-
âèàëüíîå, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä, äà è ñëîâîñî-
÷åòàíèå «ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ» òðåáóåò íåêîòîðîãî ïîÿñíåíèÿ. 

Â ýêñïåðèìåíòàõ, íàïðèìåð, ñ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû ïîä 
ñòàòèñòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ìîæíî ïîíèìàòü ñïîñîá áðîñàíèÿ 
ìîíåòû, âûñîòó è ñèëó áðîñêà, ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ 
âîçäóøíûõ ïîòîêîâ, ñòåïåíü øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè, íà êî-
òîðóþ ïàäàåò ìîíåòà, è ò. ä. Ïðè ýòîì êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ 
ïóíêòîâ ìîæåò áûòü äåòàëèçèðîâàí. Ðàññìàòðèâàÿ, íàïðèìåð, 
ñïîñîáû áðîñàíèÿ, ìîæíî âûäåëèòü áðîñàíèå ïëàøìÿ, ñ âðàùå-
íèåì, ñ ïîäáðàñûâàíèåì ââåðõ, ÷åðåç ïëå÷î, íà ïîë, íà ñòîë, ñ çà-
äàâàåìûì èëè íå çàäàâàåìûì ïîëîæåíèåì ìîíåòû äî áðîñêà è äð. 

Åñëè áû ñîâîêóïíîñòü âñåõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òà ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèëàñü â êàæäîì îïûòå, òî ðåçóëüòàòû 
îïûòîâ áûëè áû îäèíàêîâûìè. Íî äîñòè÷ü ýòîãî íåâîçìîæíî. 

«Îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ» íåëüçÿ ïîíèìàòü áóê-
âàëüíî. Âñåãäà ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòü óñ-
ëîâèé èçìåíÿåòñÿ îò îïûòà ê îïûòó, ïðè÷åì íåêîíòðîëèðóåìûì 
äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà îáðàçîì. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåçóëü-
òàòû (èñõîäû) îïûòîâ ïåðåñòàþò áûòü òî÷íî ïðåäñêàçóåìûìè. 
Èçìåíåíèå óñëîâèé ïðè ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîìó îïûòó ìîæåò 
ïðèâîäèòü (õîòÿ è íåîáÿçàòåëüíî) ê èñõîäó, îòëè÷àþùåìóñÿ îò 
ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî îïûòà. 

Ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå îïûòîâ ñðåäíåå çíà-
÷åíèå (â ÷àñòíîñòè ÷àñòîòà ñîáûòèÿ) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëà 
îïûòîâ N, óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ êàæäûé îïûò, è î÷å-
ðåäíîñòè ñìåíû ýòèõ óñëîâèé. 

Ïðè íàëè÷èè ñõîäèìîñòè ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îïûòîâ 
ñðåäíåå çíà÷åíèå âñå â ìåíüøåé è ìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñèò îò óñ-
ëîâèé è ïîðÿäêà ñìåíû óñëîâèé. Îíî äàæå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò 
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ ëþáîå îãðàíè÷åííîå ÷èñëî îïûòîâ. 

Êîãäà ãîâîðÿò î ïðîâåäåíèè îïûòîâ â îäèíàêîâûõ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ óñëîâèÿõ, èìåþò â âèäó ïðîâåäåíèå îïûòîâ íå â ïîñòîÿí-
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íûõ (íåèçìåííûõ) óñëîâèÿõ, à â (âîçìîæíî èçìåíÿþùèõñÿ) óñëîâèÿõ, 
ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé óñðåä-
íåííîé âåëè÷èíû (ïàðàìåòðà) ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó. 

Íàëè÷èå ñõîäèìîñòè îçíà÷àåò ïîòåíöèàëüíóþ âîçìîæíîñòü 
(òåîðåòè÷åñêè) àáñîëþòíî òî÷íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðîãíîçà çíà-
÷åíèé ñðåäíèõ âåëè÷èí ïðè áåñêîíå÷íîì îáúåìå âûáîðêè (ïîëó-
÷åíèÿ îöåíêè ñ íóëåâîé ïîãðåøíîñòüþ). 

Òàêèì îáðàçîì, îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ ãàðàíòè-
ðóþò ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è ïî-
òåíöèàëüíóþ âîçìîæíîñòü àáñîëþòíî òî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ. 

Êàê âèäíî, øèðîêî èñïîëüçóåìûé òåðìèí «îäèíàêîâûå ñòà-
òèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ» îêàçûâàåòñÿ íå î÷åíü óäà÷íûì. Â íåãî 
âêëàäûâàåòñÿ íå òîò ñìûñë, êàêîé ìîæíî ïðåäïîëàãàòü. 

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ñòàòèñòèê (íàïðèìåð, äëÿ âûáîðî÷íî-
ãî ñðåäíåãî (1.1) è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè (1.2)) óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñõîäèìîñòü, ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, 
êîãäà íà óêàçàííûõ ðàçëè÷èÿõ âíèìàíèå íå àêöåíòèðóþò, ïîäðàçó-
ìåâàþòñÿ óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íîé ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )NF x . 

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [Êîðí Ã., Êîðí Ò., 1977, Ãîðáàíü, 
2003]), ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè 
óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêèå óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü âñåõ âûáîðî÷íûõ ìîìåí-
òîâ, îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü è âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. 

Íå âñå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ìîìåíòû 5. Ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñ-
êèå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íîé ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ. 

Àëüòåðíàòèâîé îäèíàêîâûì ñòàòèñòè÷åñêèì óñëîâèÿì ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïðîãíîçèðóåìûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ. 

Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îïûòû ïðîâîäÿòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêè íå-
ïðîãíîçèðóåìûõ óñëîâèÿõ, àêöåíòèðóþò âíèìàíèå íà òîì, ÷òî ñòà-
òèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ èçìåíÿþòñÿ, ïðè÷åì òàê, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ ñòàòèñòèêà ðàñõîäèòñÿ. 

Íàðóøåíèå ñõîäèìîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî àáñîëþòíî òî÷-
íûé ñòàòèñòè÷åñêèé ïðîãíîç õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ÿâëå-
íèé (ïîëó÷åíèå îöåíîê ñ íóëåâîé ïîãðåøíîñòüþ) îêàçûâàåòñÿ íåâîç-
ìîæíûì äàæå ïðè áåñêîíå÷íîì îáúåìå âûáîðêè. 

                                          
5 Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (Ëîðåíöà) íå èìååò ìîìåíòîâ. 
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Îïèñàíà øåñòàÿ ïðîáëåìà Ä. Ãèëüáåðòà, êàñàþùàÿñÿ àêñèîìàòèçà-
öèè çàêîíîâ ôèçèêè. Ðàññìîòðåíû îáùåïðèçíàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå 
ïðèíöèïû àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìåõàíèêè. Ïðåä-
ëîæåí âàðèàíò ðåøåíèÿ øåñòîé ïðîáëåìû íà îñíîâå äîïîëíåíèÿ àê-
ñèîì  àêñèîìàòèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé, îïèñûâàþùèõ 
çàêîíû ôèçèêè, ôèçè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè àäåêâàòíîñòè, óñòàíàâëè-
âàþùèìè ñâÿçü ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè òåîðèÿìè è ðåàëüíûì ìè-
ðîì. Ðàññìîòðåíû îñíîâîïîëàãàþùèå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 
è òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû ãèïîòåçû àäåê-
âàòíîñòè äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëå-
íèé. Îòìå÷åíî, ÷òî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè íå èìååò ôèçè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèè â ðåàëüíîì ìèðå. 

2.1. ШЕСТАЯ ПРОБЛЕМА Д. ГИЛЬБЕРТА 

Â 1900 ã. â Ïàðèæå ñîñòîÿëñÿ II Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ 

ìàòåìàòèêîâ, íà êîòîðîì ñ ïðîãðàììíûì äîêëàäîì «Ìàòåìàòè-

÷åñêèå ïðîáëåìû» [Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, 1969] âûñòóïèë Äàâèä 

Ãèëüáåðò. Îí ñôîðìóëèðîâàë 23 íàèáîëåå âàæíûå, ïî åãî ìíå-

íèþ, ïðîáëåìû, «èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ñòè-

ìóëèðîâàòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íàóêè». Øåñòîé ïðîáëåìîé èì 

áûëî íàçâàíî «Ìàòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå àêñèîì ôèçèêè». 

×àñòü äîêëàäà, êàñàþùóþñÿ øåñòîé ïðîáëåìû, Ä. Ãèëüáåðò 

íà÷àë ñî ñëîâ: «Ñ èññëåäîâàíèÿìè ïî îñíîâàíèÿì ãåîìåòðèè 

áëèçêî ñâÿçàíà çàäà÷à îá àêñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè ïî ýòîìó 

æå îáðàçöó òåõ ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí, â êîòîðûõ óæå òåïåðü 

ìàòåìàòèêà èãðàåò âûäàþùóþñÿ ðîëü: ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü òåî-

ðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìåõàíèêà». 

Âîïðîñó àêñèîìàòèçàöèè íàóêè Ä. Ãèëüáåðò óäåëÿë áîëüøîå 

âíèìàíèå íà ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè. Â äîêëàäå, ïðî÷èòàííîì â 

1917 ã. íà çàñåäàíèè Øâåéöàðñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 



Глава 2. Принципы описания феномена статистической устойчи-
вости 

 

 

 40 

îí ãîâîðèë [Hilbert, 1970]: «Ïî ìåðå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ëþ-
áîé íàóêè ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå íåîáõîäèìûì öåëåíàïðàâëåííîå 
âûäåëåíèå åå îñíîâîïîëàãàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé â ÷èñòîì âèäå, 
îñîçíàíèå èõ â êà÷åñòâå àêñèîì è «ïîìåùåíèå» èõ â «ôóíäà-
ìåíò» äàííîé îáëàñòè çíàíèÿ». È äàëåå: «Ìåõàíèçì àêñèîìàòè-
÷åñêîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê áîëåå ãëóáîêèì îñíîâàíèÿì çíàíèÿ, 
èáî ýòî äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî äëÿ áîëåå ñîâåðøåííîãî åãî 
ïîñòðîåíèÿ» 1. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â êîíòåêñòå øåñòîé ïðîáëåìû Ä. Ãèëü-
áåðò ðàññìàòðèâàë òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé íå êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ, à 
êàê ôèçè÷åñêóþ äèñöèïëèíó. Ñóäÿ ïî âñåìó, îí âîñïðèíèìàë 
òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé êàê ðàçäåë ôèçèêè, ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ 
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Èíòåðåñåí êîììåíòàðèé Á.Â. Ãíåäåíêî ê øåñòîé ïðîáëåìå 
[Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, 1969]: «… äëÿ Ãèëüáåðòà òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòåé ÿâëÿåòñÿ ãëàâîé ôèçèêè, â êîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòî-
äû èãðàþò âûäàþùóþñÿ ðîëü. Ñåé÷àñ ýòà òî÷êà çðåíèÿ óæå íå 
èìååò òàêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðûì îíà ïîëüçîâàëàñü íà ðó-
áåæå äâóõ ñòîëåòèé, ïîñêîëüêó ñ òåõ ïîð äîñòàòî÷íî îïðåäåëåííî 
âûÿâèëîñü ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå ñîäåðæàíèå òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé. Òåïåðü óæå íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ òî, ÷òî ñîçäàííûå 
â íåé ïîíÿòèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå ïîëó÷åííûå ðåçó-
ëüòàòû èìåþò îáùåíàó÷íîå çíà÷åíèå, äàëåêî âûõîäÿùåå çà 
ïðåäåëû ôèçèêè è äàæå âñåãî åñòåñòâîçíàíèÿ». 

Êàê âèäèì, ñóùåñòâóþò ðàçíûå âçãëÿäû íà òåîðèþ âåðîÿò-
íîñòåé. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òî÷êè çðåíèÿ 
Ä. Ãèëüáåðòà. 

2.2. АКСИОМАТИЗАЦИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МЕХАНИКИ 

Íà ïðèçûâ Ä. Ãèëüáåðòà îòêëèêíóëèñü ìíîãèå ó÷åíûå. Ðàç-

ëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè 

âåðîÿòíîñòåé ïðåäëàãàëè Ã. Áîõëüìàí (1908), Ñ.Í. Áåðíøòåéí 

(1917), Ð. ôîí Ìèçåñ (1918), À. Ëîìíèöêèé (1923) (íà îñíîâå 

èäåé Ý. Áîðåëÿ), À.Í. Êîëìîãîðîâ (1929) è äð.  [Ïðîáëåìû Ãèëü- 

                                          
1 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàëåêî íå âñå ó÷åíûå ðàçäåëÿëè (è ñåé÷àñ ðàçäå-

ëÿþò) òî÷êó çðåíèÿ Ä. Ãèëüáåðòà ïî âîïðîñó àêñèîìàòèçàöèè. Èçâåñòíà, 
íàïðèìåð, ïîçèöèÿ âèäíîãî ìàòåìàòèêà Â.È. Àðíîëüäà [Àðíîëüä, 1999], 
ñ÷èòàâøåãî ìàòåìàòèêó ÷àñòüþ ôèçèêè è êðèòèêîâàâøåãî ïîïûòêè ñîçäàíèÿ 
çàìêíóòîãî èçëîæåíèÿ äèñöèïëèí â ñòðîãî àêñèîìàòè÷åñêîé ôîðìå. 
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áåðòà, 1969], à àêñèîìàòèçàöèè ìåõàíèêè – Ã. Áîõëüìàí, Ã. Ãà-

ìåëü (1908), Â. Íîëë (1957), Ê. Òðóçäåëë è äð. [Òðóçäåëë, 1975]. 

Íåêîòîðûå ó÷åíûå, â ÷àñòíîñòè, Ð. ôîí Ìèçåñ, ðàññìàòðè-

âàëè ïðîáëåìó ñ ïîçèöèé åñòåñòâîçíàíèÿ, äðóãèå æå, êàê, íàïðè-

ìåð, À.Í. Êîëìîãîðîâ, Â. Íîëë è Ê. Òðóçäåëë, – ñ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ïîçèöèé. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèçíàííûì â îáëàñòè òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé ñ÷èòàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä À.Í. Êîëìîãîðî-

âà [Êîëìîãîðîâ, 1974], îñíîâàííûé íà êîíöåïöèÿõ òåîðèè ìíî-

æåñòâ è òåîðèè ìåðû. Ýòîò ïîäõîä, ñòàâøèé êëàññè÷åñêèì, âîçâåäåí 

äàæå â ðàíã ìåæäóíàðîäíîãî ñòàíäàðòà ISO [International standard 

ISO 3534-1, 2006]. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ åãî. 

Áàçîâûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëó-

÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìàòåìà-

òè÷åñêèå îáúåêòû, îïèñûâàåìûå ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñ-

òðàíñòâà (áîðåëåâñêîãî ïîëÿ âåðîÿòíîñòåé), çàäàâàåìîãî òðèàäîé 

( , ,P  ), ãäå   – ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé  , 

  –  -àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé (áîðåëåâñêîå ïîëå) è P  – âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé [Êîëìîãîðîâ, 1974]. 

Ïîä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X  ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå   ýëåìåíòàðíûõ 

ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé  . Çíà÷åíèå x  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè ( )x    , ãäå 

 . Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îáðàçóåò ïðîñ-

òðàíñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çà-

äàåòñÿ íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâîì åå çíà÷åíèé, íî è ïàðàìåòðàìè, 

õàðàêòåðèçóþùèìè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ òåõ èëè èíûõ çíà÷å-

íèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. 

Ïîä ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ( )X t  ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóí-

êöèÿ íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà t  (÷àñòî èìåþùàÿ ñìûñë âðåìå-

íè), çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 

t T  (ãäå T  – îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ñå÷åíèåì. Ìíîæåñòâî çíà-

÷åíèé âñåõ ñå÷åíèé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî 

ñîñòîÿíèé S  (ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî). Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-

íèé îäíîìåðíî, òî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíàÿ (òîãäà åå íàçû-

âàþò ïðîöåññîì), åñëè ïðîñòðàíñòâî ìíîãîìåðíîå, òî – ôóíêöèÿ 

âåêòîðíàÿ. 
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Ïîä i -é ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  (âûáîðî÷íîé 

ôóíêöèåé) ïîíèìàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ( )ix t , êîòî-

ðàÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî îïûòà i I  ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîìó t T  îäíî èç çíà÷åíèé x S . 

Ñóùåñòâåííûì äëÿ íàñ â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî 
ñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ (ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ) – 
ìíîãîçíà÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, õàðàêòåðèçóåìûå âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðîé. Òàê 

 ñëó÷àéíîå ñîáûòèå èñ÷åðïûâàþùå îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñ-
òüþ; 

 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  – ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x   

 P X x  , ãäå  P X x  – âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåí-

ñòâà X x ; 

 ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  – ôóíêöèåé ðàñïðå-   

äåëåíèÿ 1 1( ; ) { ( ) ,..., ( ) }L LF x t P X t x X t x  


, ãäå 1( ,..., )Lx x x


 – 

L-ìåðíûé âåêòîð çíà÷åíèé ýòîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè â ìîìåíòû 

âðåìåíè 1,..., Lt t , îáðàçóþùèå L-ìåðíûé âåêòîð âðåìåíè t 


 

1( ,..., )Lt t . 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, íå èìåþ-
ùèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñëó÷àéíûìè (ñòîõàñòè÷åñêèìè) íå ñ÷è-
òàþòñÿ. 

Ïîñêîëüêó òåìà ìîíîãðàôèè íå êàñàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ìå-
õàíèêè, íå áóäåì äåòàëüíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âîïðîñå åå àêñèî-
ìàòèçàöèè. Ëèøü îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè ìåõàíèêè êëàññè÷åñêè-
ìè ñ÷èòàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû Â. Íîëëà è Ê. Òðóçäåëëà, 
ñôîðìèðîâàâøèõ àêñèîìàòè÷åñêóþ ðàöèîíàëüíóþ ìåõàíèêó, ïðåä-
ñòàâëÿþùóþ ñîáîé «÷àñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ ïîñòàâëÿåò è èñ-
ñëåäóåò ëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèé ïîëîæåíèÿ è 
ôîðìû, ïðåòåðïåâàåìûõ ïîâñåäíåâíî íàáëþäàåìûìè íàìè âåùà-
ìè» [Òðóçäåëë, 1975]. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, è ðàöèî-
íàëüíàÿ ìåõàíèêà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêèå äèñ-
öèïëèíû. 

Íå ñëåäóåò, îäíàêî, çàáûâàòü, ÷òî îáå ýòè äèñöèïëèíû, à 
òàêæå äðóãèå ôîðìàëèçîâàííûå òåîðèè, òðàêòóåìûå â íàñòîÿùåå 
âðåìÿ êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå, íî â òî æå âðåìÿ øèðîêî èñ-
ïîëüçóåìûå ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íåðàçðûâíî ñâÿ-
çàíû ñ ôèçè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè îêðóæàþùåãî ìèðà. 
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Ïîýòîìó ïðè àêñèîìàòèçàöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýòè ñâÿ-
çè è ðàññìàòðèâàòü èõ íå êàê ìàòåìàòè÷åñêèå, à êàê ôèçèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèå, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå íà÷àëà èãðàþò íå ìåíåå çíà-
÷èìóþ ðîëü, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèå. 

2.3. ПУТЬ РЕШЕНИЯ 
ШЕСТОЙ ПРОБЛЕМЫ Д. ГИЛЬБЕРТА 

Âî ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ ôèçè÷åñêèå îáúåêòû è ïðåä-
ìåòû èññëåäîâàíèÿ çàìåíÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè 
îáúåêòàìè è çàâèñèìîñòÿìè – ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Òà-
êîé ïðèåì çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ðåøåíèå ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ è 
îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå ðåøåíèé â îáùåì âèäå, íî ïðè ýòîì 
íàðóøàåòñÿ ñâÿçü ñ ðåàëüíîñòüþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îãðàíè÷èâàåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ â ôèçè÷åñêóþ ñóùíîñòü èññëå-
äóåìûõ ÿâëåíèé. 

Â êà÷åñòâå îáúåêòà è ïðåäìåòà èçó÷åíèÿ âûñòóïàþò óæå íå ðå-
àëüíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, à èõ àá-
ñòðàêòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíîå 
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ – ìàòåìà-

òè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè. Ñàì æå ôèçè÷åñêèé 
ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé, ëåæàùèé 
â îñíîâå ýòîé äèñöèïëèíû, âðîäå áû âîîáùå íå èãðàåò íèêàêîé 

ðîëè, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íî, ýòî íå òàê. 
Ïðè àêñèîìàòèçàöèè ôèçè÷åñêèõ äèñöèïëèí áîëåå êîíñòðóê-

òèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä, ïðè êîòîðîì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ìèð, à ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ – ôèçè-
÷åñêèå ôåíîìåíû. 

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà êàñàåòñÿ íå òîëüêî òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé è ìåõàíèêè, íî è äðóãèõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Â íàñòîÿùåå 
âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ àêñèîìàòèçèðîâàííûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ òåîðèé, ïîëåçíûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. 

Äëÿ êîððåêòíîãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñèñòåìû ìàòåìà-
òè÷åñêèõ àêñèîì äîïîëíèòü ôèçè÷åñêèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè (ãèïî-
òåçàìè), óñòàíàâëèâàþùèìè ñâÿçü ìåæäó àáñòðàêòíûìè òåîðè-

ÿìè è ðåàëüíûì ìèðîì. 
Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê òàêèì ôèçè÷åñêèì 

ãèïîòåçàì (àêñèîìàì àäåêâàòíîñòè [Ãîðáàíü, 2011 (1)]), íàðÿäó ñ 

íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ è íåçàâèñèìîñòüþ, – ýòî ó÷åò ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ïîäòâåðæäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ îêðóæàþùåãî 
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ìèðà, îïðåäåëÿþùèõ ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå àäåêâàòíîñòü 

îïèñàíèÿ ýòèõ ýôôåêòîâ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðàññìàòðè-

âàåìîé òåîðèè. 

Ïðèíÿòèå íåîáõîäèìûõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðåâðàùàåò àá-

ñòðàêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ â ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêóþ 

òåîðèþ, â ðàìêàõ êîòîðîé âîçìîæíî ëîãè÷åñêè êîððåêòíîå îïè-

ñàíèå äåéñòâèòåëüíîñòè. 

2.4. ОПИСАНИЕ ФЕНОМЕНА СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
В РАМКАХ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

Ðàññìàòðèâàÿ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé êàê ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êóþ òåîðèþ, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñèñòåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ àê-
ñèîì À.Í. Êîëìîãîðîâà, ëåæàùèõ â îñíîâå åå ìàòåìàòè÷åñêîé 
÷àñòè, ôèçè÷åñêèìè ãèïîòåçàìè. 

Â êà÷åñòâå àêñèîì àäåêâàòíîñòè ìîãóò âûñòóïàòü ñëåäóþùèå 

ôèçè÷åñêèå ãèïîòåçû [Ãîðáàíü, 2011 (1)]: 

Ãèïîòåçà 1. Ðåàëüíûå ìàññîâûå ÿâëåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì 

èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû (èíà÷å: ïðè óâåëè-

÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ÷àñòîòà ëþáîãî ñîáûòèÿ ñõîäèòñÿ ê ïîñòîÿí-

íîé âåëè÷èíå). 

Ãèïîòåçà 2. Ìàññîâûå ÿâëåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþòñÿ ñòîõàñ-

òè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå èñ÷åðïûâàþùå õàðàêòåðèçóþòñÿ 

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà 

ýòè ãèïîòåçû îáû÷íî ïðèíèìàþòñÿ íåîñîçíàííî, êàê ñàìè ñîáîé 

ðàçóìåþùèåñÿ. 

Ïîëàãàþò, ÷òî îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ øèðîêîãî êðóãà ìàññî-

âûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Òåì ñàìûì ïðèíèìàåòñÿ êîíöåïöèÿ óñ-

òðîéñòâà ìèðà íà ñëó÷àéíûõ (ñòîõàñòè÷åñêèõ) ïðèíöèïàõ 2. 

                                          
2 Íàïðàâëåíèå â ôèëîñîôèè, ïðîïîâåäóþùåå ãîñïîäñòâî âî Âñåëåííîé 

ñëó÷àÿ, íàçûâàåòñÿ òèõèçì. Â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî ýòî ñëîâî îçíà÷àåò 
«ñëó÷àé». Îñíîâîïîëîæíèêîì òèõèçìà ÿâëÿåòñÿ àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô 
×àðëüç Ñàíäåðñ Ïèðñ. Äîêòðèíà òèõèçìà ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ýëå-
ìåíòà àáñîëþòíîé ñëó÷àéíîñòè â óñòðîéñòâå Âñåëåííîé. Ïî ìíåíèþ Ïèðñà, 
ñëó÷àé èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ýâîëþöèè, Âñåëåííàÿ îáëàäàåò ñâîáîäîé 
âûáîðà çàêîíîâ, ôàòàëüíàÿ íåîáõîäèìîñòü â ïðèðîäå îòñóòñòâóåò, ñëó÷àé 
îïðåäåëÿåò ðàçíîðîäíîñòü è ðàçíîêà÷åñòâåííîñòü âåùåé, à ñàìîðàçâèòèå 
ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâîñòè [Ìåãàýíöèêëîïåäèÿ Êèðèëëà è Ìåôîäèÿ, http]. 
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2.5. УЧЕТ НАРУШЕНИЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

Â ïàðàãðàôå 1.5 îòìå÷àëîñü, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäî-

âàíèÿ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ íå ïîäòâåðæäàþò 

ãèïîòåçó èäåàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ãèïîòåçó 1). 

Îäíàêî íà íå î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ íåïîëíîå 

ñîîòâåòñòâèå ðåàëèé ýòîé ãèïîòåçå îáû÷íî íå ïðèâîäèò ê ñóùåñ-

òâåííûì ïîòåðÿì. Òîãäà ïðèìåíåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, áå-

çóñëîâíî, îïðàâäàííî. 

Íà áîëüøèõ æå èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ íåèäåàëüíûé õàðàê-

òåð ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Èã-

íîðèðîâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåëüçÿ. 

Äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñ-

òåé, â ïðèíöèïå, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ãèïîòåçó 1 íà ñëåäóþùóþ: 

Ãèïîòåçà 1. Ðåàëüíûå ìàññîâûå ÿâëåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì 

îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû (èíà÷å: ïðè 

óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ÷àñòîòà ñîáûòèé íå ñõîäèòñÿ ê ïîñ-

òîÿííîé âåëè÷èíå). 

Çàìåíà ãèïîòåçû 1 íà 1 ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ìàòåìàòè-

÷åñêèì òðóäíîñòÿì, ñâÿçàííûì ñ íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè. Âîç-

ìîæíû ðàçíûå âàðèàíòû èõ ïðåîäîëåíèÿ. Ðàçðàáîòêà îäíîãî èç 

íèõ ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåð-

ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé [Ãîðáàíü, 2007 (1), 2011 (1)]. 

Áàçîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè 

âåðîÿòíîñòåé ñëóæàò ñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ, 

èñ÷åðïûâàþùå õàðàêòåðèçóåìûå ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â 

ðîëè æå àíàëîãè÷íûõ ìîäåëåé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 

âûñòóïàþò ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âåëè÷èíà è ôóíêöèÿ, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâà íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîòâåò-

ñòâåííî ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, âåëè÷èí è ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàå-

ìûå êàê åäèíîå öåëîå. 

Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèå, âå-

ëè÷èíà è ôóíêöèÿ – ìíîãîçíà÷íûå îáúåêòû, èñ÷åðïûâàþùå õà-

ðàêòåðèçóåìûå ìíîæåñòâàìè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Òàê 

 ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå èñ÷åðïûâàþùå îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì 

âåðîÿòíîñòåé; 

 ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  ,gX X g G   – ìíîæåñòâîì óñ-

ëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ( / )F x g  â óñëîâèÿõ g G , îáðà-
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çóþùèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ  ( ) ( / ),F x F x g g G  , ãäå 

/gX X g  – g-ÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à ìíîæåñòâî G  ìîæåò 

áûòü êîíå÷íûì, ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì; 

 ñêàëÿðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ  ( ) ( ),gX t X t g G   – 

ìíîæåñòâîì ìíîãîìåðíûõ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 

( ; / )F x t g


 â óñëîâèÿõ g G , îáðàçóþùèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ  ( ; ) ( ; / ),F x t F x t g g G 
  

, ãäå ( ) ( ) /gX t X t g  – g-ÿ ñëó-

÷àéíàÿ ôóíêöèÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ 

ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé (ñîáûòèé, âåëè÷èí, ôóí-

êöèé). Íå áóäåì ïîêà íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ. Îòìåòèì ëèøü, 

÷òî ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíà ÷àñòü III ìîíîãðàôèè. 

Äëÿ êîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëå-

íèé, êðîìå ãèïîòåçû 1, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü åùå îäíó ãèïîòåçó. 

Ãèïîòåçà 2. Ìàññîâûå ÿâëåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþòñÿ ãèïåð-

ñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå èñ÷åðïûâàþùå õàðàêòåðèçóþòñÿ 

ñîâîêóïíîñòÿìè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Â èòîãå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 

áàçèðóåòñÿ íà êëàññè÷åñêèõ àêñèîìàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à ôè-

çè÷åñêàÿ ÷àñòü – íà ãèïîòåçàõ 1' è 2'. 

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýòè ãèïîòåçû ñïðàâåäëèâû äëÿ øèðîêî-

ãî êðóãà ìàññîâûõ ÿâëåíèé, ïðèâîäèò ê êîíöåïöèè óñòðîéñòâà 

ìèðà íà ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðèíöèïàõ. 

Ïîñêîëüêó òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé èñïîëüçóåò ñèñ-

òåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ àêñèîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñ ìàòåìàòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåòâü êëàññè÷åñêîé 

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ñ ôèçè÷åñêîé æå òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ ãè-

ïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé – íîâàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ, áàçèðóþ-

ùàÿñÿ íà íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ. Â öåëîì æå òåîðèþ ãè-

ïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ, ïðåòåíäóþùóþ íà ïîëíîå ðåøåíèå 

øåñòîé ïðîáëåìû Ä. Ãèëüáåðòà â ÷àñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. 
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2.6. ЯВЛЯЕТСЯ ЛИ ВЕРОЯТНОСТЬ 
«НОРМАЛЬНОЙ» ФИЗИЧЕСКОЙ ВЕЛИЧИНОЙ? 

Â 1992 ã. â æóðíàëå «Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê» âûøëà ñòàòüÿ 

[Àëèìîâ, Êðàâöîâ, 1992] ñ èíòðèãóþùèì íàçâàíèåì, âûíåñåí-

íûì â íàçâàíèå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà. Àâòîðû ýòîé ñòàòüè îá-

ðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî «ñóùåñòâåííûì ýëåìåíòîì, íåçðèìî 

ïðèñóòñòâóþùèì ïðè ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåðîÿòíîñòè, 

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà òðóäíî ôîðìàëèçóåìûõ ãèïîòåç, ñîãëàøåíèé, 

äîìûñëèâàíèé, êàê áû åñòåñòâåííî, òðàäèöèîííî ïðèâÿçàííûõ ê 

ôîðìàëüíîìó àïïàðàòó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à â äåéñòâèòåëüíîñ-

òè ÿâëÿþùèõñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûìè ãèïîòåçàìè, òðåáóþùèìè âå-

ðèôèêàöèè». Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò íåâîçìîæíûì áåç êàêèõ-

ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãîâîðîê äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò íà ïî-

ñòàâëåííûé âîïðîñ. 

Ñëåäóÿ îïèñàííîé âûøå ëîãèêå ðàññóæäåíèé, îòâåòèòü íà 

íåãî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ÃÎÑÒ [ÃÎÑÒ 16263-70, 

1970] ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà – ñâîéñòâî, îáùåå â êà÷åñòâåííîì îò-

íîøåíèè ìíîãèì ôèçè÷åñêèì îáúåêòàì (ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì, 

èõ ñîñòîÿíèÿì è ïðîèñõîäÿùèì â íèõ ïðîöåññàì), íî â êîëè÷åñ-

òâåííîì îòíîøåíèè èíäèâèäóàëüíîå äëÿ êàæäîãî îáúåêòà. 

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòü, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàìêàõ 

ìàòåìàòè÷åñêîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ôîðìàëü-

íî íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ àá-

ñòðàêöèÿ, íå èìåþùàÿ íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì 

ÿâëåíèÿì. 

Ñ ïðèíÿòèåì äîïîëíèòåëüíî ãèïîòåç 1 è 2 ïîíÿòèÿ ïðåäåëà 

÷àñòîòû ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îêàçûâàþòñÿ òîæäåñ-

òâåííûìè. Ïðîâîäÿ èçìåðåíèå ÷àñòîòû ñîáûòèÿ, ìîæíî ñ íåêî-

òîðîé ïîãðåøíîñòüþ îöåíèòü åãî âåðîÿòíîñòü. Ïðè óñòðåìëåíèè 

îáúåìà âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè ïîãðåøíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íó-

ëþ, à ÷àñòîòà ñîáûòèÿ – ê âåðîÿòíîñòè. 

Åñëè ïîä ïîíÿòèåì «íîðìàëüíàÿ» ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïî-

íèìàòü ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, êîòîðóþ òåîðåòè÷åñêè ìîæíî èç-

ìåðèòü ñ íóëåâîé ïîãðåøíîñòüþ ïðè áåñêîíå÷íîì îáúåìå âû-
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áîðêè, òî ïðè ïðèíÿòèè ãèïîòåç 1 è 2 âåðîÿòíîñòü îêàçûâàåòñÿ 

«íîðìàëüíîé» ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. 

Ïîñêîëüêó ãèïîòåçà 1 ýêñïåðèìåíòàëüíî íå ïîäòâåðæäàåòñÿ, 

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çàìåíû åå íà ãèïîòåçó 1. Ñ ïðèíÿ-

òèåì íîâîé ãèïîòåçû 1 ôèêñèðóåòñÿ îòñóòñòâèå ïðåäåëà ÷àñòîòû 

ñîáûòèÿ. Ïðè ýòîì àáñòðàêòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå âåðîÿò-

íîñòè ñîáûòèÿ íåëüçÿ îòîæäåñòâèòü ñ êàêîé-ëèáî èçìåðÿåìîé 

ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Â ýòîì ñëó÷àå îíî íå èìååò ôèçè÷åñêîé 

èíòåðïðåòàöèè. 

Êîíå÷íî, ïî äàííûì èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû ñîáûòèÿ ìîæíî ãðó-

áî îöåíèòü âåëè÷èíó âåðîÿòíîñòè, îäíàêî ïîñêîëüêó ïðè íåîã-

ðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ïîãðåøíîñòü èçìåðå-

íèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âåðîÿòíîñòü íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü 

êàê «íîðìàëüíóþ» ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó. 

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè îêàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàê-

öèåé, íå èìåþùåé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóòü ïðèíèìàåìûõ â òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé ãèïîòåç 1 è 2 ñâîäèòñÿ ê ïðèíÿòèþ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñó-

ùåñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòè êàê íåêîòîðîãî ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþ-

ùåãî âîçìîæíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ. 

Â âàðèàíòå àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðåäëî-

æåííîì â 1917 ã. Ñ.Í. Áåðíøòåéíîì, ýòîò âîïðîñ îïèñàí ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: «Îñíîâíîå äîïóùåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 

(ïîñòóëàò ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè) ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîìïëåêñû óñëîâèé  , êîòî-

ðûå (òåîðåòè÷åñêè ïî êðàéíåé ìåðå) ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû 

íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, ïðè íàëè÷èè êîòîðûõ â äàííîì 

îïûòå íàñòóïëåíèå ôàêòà A  èìååò îïðåäåëåííóþ âåðîÿòíîñòü, 

âûðàæàþùóþñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ÷èñëîì.» [Áåðíøòåéí, 1934, 

ñ. 8]. 

Äðóãèå øèðîêî èçâåñòíûå âàðèàíòû àêñèîìàòèçàöèè, â ÷àñò-

íîñòè ïðåäëîæåííûé â 1919 ã. Ð. ôîí Ìèçåñîì [Ìèçåñ, 1930] 

è îáùåïðèçíàííûé âàðèàíò àêñèîìàòèçàöèè, ïðåäëîæåííûé â 

1929 ã. À.Í. Êîëìîãîðîâûì [Êîëìîãîðîâ, 1974], òàêæå áàçèðóþò-

ñÿ íà ýòîì ïîñòóëàòå. 

Â âàðèàíòå êîëìîãîðîâñêîé àêñèîìàòèçàöèè, íàïðèìåð, èñ-

õîäÿò èç ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé àáñòðàêò-
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íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P  è ñïðàâåäëèâîñòè àêñèîìû ñ÷åòíîé 

àääèòèâíîñòè, ïðåäïîëàãàþùåé ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ñ÷åòíîãî ÷èñ- 

ëà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé 1 2, ,...A A , õàðàêòåðèçóåìûõ âå-

ðîÿòíîñòÿìè 1 2( ), ( ),p A p A  , âåðîÿòíîñòè èõ îáúåäèíåíèÿ n
n

A , 

ðàâíîé ñóììå âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé ( ( ) ( )n n
n n

p A p A  ). 

Èíûìè ñëîâàìè, àêñèîìà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ïðåäïîëà-

ãàåò, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðî-

ìó ÷èñëó – âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ îáúåäèíåííîãî ñîáûòèÿ. 

Ïðèçíàíèå â ðàìêàõ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé îãðàíè-

÷åííîãî õàðàêòåðà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (â ÷àñòíîñòè, 

îòñóòñòâèÿ ñõîäèìîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé), îçíà÷àåò íåïðèíÿòèå 

ïîñòóëàòà ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóëàò ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëóæèò 

êàê áû âîäîðàçäåëîì, ðàçäåëÿþùèì òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåî-

ðèþ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. 
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Глава 3 
 

ДЕТЕРМИНИЗМ И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ  

 
 
 
 

 
 
Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êîíöåïòóàëüíûå âçãëÿäû íà óñòðîéñòâî 
ìèðà ñ ïîçèöèé äåòåðìèíèçìà è íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðèâåäåíà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. Îïèñàí ñïîñîá åäèíîîáðàçíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåíà 
êëàññèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. 

3.1. КОНЦЕПТУАЛЬНЫЕ ВЗГЛЯДЫ НА УСТРОЙСТВО МИРА 
С ПОЗИЦИЙ ДЕТЕРМИНИЗМА И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Íà ïðîòÿæåíèè âåêîâ ñðåäè ó÷åíûõ âåäåòñÿ ñïîð ïî ïîâîäó 
ïðèíöèïîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå ìèðîçäàíèÿ. ×àñòü èç íèõ ïîëà-
ãàåò, ÷òî â ìèðå âñå äåòåðìèíèðîâàíî, äðóãàÿ – ÷òî âñå ñëó÷àé-
íî. Åñòü è òå, êòî ïðèäåðæèâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûõ òî÷åê çðå-
íèÿ. 

3.1.1. Детерминизм Лапласа 

Ñòîðîííèêè äåòåðìèíèçìà ñ÷èòàþò, ÷òî ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ 
ñèñòåìà àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè. 

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìó êîíå÷íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì äåòåðìèíèðîâàííûõ ïàðàìåò-
ðîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè ê 
àâòîíîìíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â 
êîòîðîé â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôèãóðèðóþò ëèøü ïàðàìåòðû 

1 2( ), ( ), , ( )Ix t x t x t  è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå 1 2( ), ( ), , ( )Ix t x t x t   : 

1 1( , , , , , ) 0, 1,j I IF x x x x j J     ,            (3.1) 

ãäå â ÿâíîì âèäå âðåìÿ t  îòñóòñòâóåò. 

Åñëè êîëè÷åñòâî I  ïàðàìåòðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé 

J  è ñèñòåìà (3.1) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, òî åå 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà: 
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1( , , ), 1,i i Ix f x x i I   .                    (3.2) 

Ñèñòåìà (3.2) çàäàåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëå ôàçîâûõ ñêî-

ðîñòåé 1( ) ( ( , ), 1, )i If x f x x i I 
 

 , òðàêòóåìîå êàê íå çàâèñÿ-

ùèé îò âðåìåíè ôàçîâûé ïîòîê. 
Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð 

* * *
1 1 1 1( ) ( , , , ) ( ( , , , ), , ( , , , ))I I I Ix x t x t C C x t C C x t C C  

  
    , 

ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) ñèñòåìà 
ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. 

Âõîäÿùèå â ýòîò âåêòîð âåëè÷èíû 1, , IC C  ìîæíî òðàêòî-

âàòü êàê ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà âåêòîð *
1( , , , )Ix t C C


  

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå ðåøåíèå. Åñëè æå 1, , IC C  – êîíêðåò-

íûå ÷èñëà, òî * *
1( , , , ) ( )Ix t C C x t

 
  – ÷àñòíîå ðåøåíèå. 

Îáùåå ðåøåíèå – ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ÷àñòíûõ ðåøåíèé. 
Ãðàôèê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ. 

Ìíîæåñòâî òàêèõ ãðàôèêîâ îáðàçóåò I  ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. 

Â çàäà÷å Êîøè (íà÷àëüíîé çàäà÷å) íà âåêòîð ( )x t


 íàêëàäû-

âàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó íà÷àëü-

íîìó ìîìåíòó âðåìåíè 0t . Çíàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìîæíî âû-

÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ 1, , IC C . Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åí-

íûõ çíà÷åíèé â îáùåå ðåøåíèå äàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå *( )x t


, 

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. 

Åñëè â îòêðûòîé îáëàñòè âñå ôóíêöèè 1( , , )i If x x  îãðàíè÷å-

íû, íåïðåðûâíû è äëÿ òî÷åê ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñïðàâåä-
ëèâî óñëîâèå Ëèïøèöà: 

1 1
1

( , , ) ( , , )
I

i I i I j j
j

f x x f M x


       ,         (3.3) 

ãäå M  – íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî ïîëó÷àåìîå 

÷àñòíîå ðåøåíèå *( )x t


 – åäèíñòâåííîå. 

Íåðàâåíñòâî (3.3) âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êîãäà âñå ïðîèç-

âîäíûå i jf x   îãðàíè÷åíû. 

Åäèíñòâåííîñòü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ *( )x t


 òðàêòóåòñÿ êàê îò-

ñóòñòâèå ïåðåñå÷åíèé òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò. å. 
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êàæäîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ *

0( )x t


 â ìîìåíò âðåìåíè 0t  ñî-

îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà *( )x t


 â ìîìåíò âðåìåíè t . 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîëíîì çíàíèè èñõîäíûõ äàííûõ 
(çàêîíîâ, ñâÿçåé è íà÷àëüíûõ óñëîâèé) ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàå-
ìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ ïðåäñêàçóåìî. 

Â ýòîì ñóòü äåòåðìèíèçìà Ï.Ñ. Ëàïëàñà [Ëàïëàñ, 1982], îñíîâû 
êîòîðîé áûëè çàëîæåíû åùå Ð. Äåêàðòîì, Ò. Ãîááñîì, Á. Ñïèíî-
çîé, È. Íüþòîíîì, Ã.Â. Ëåéáíèöåì, ß. Áåðíóëëè, Ï.À. Ãîëüáàõîì 
è äðóãèìè ó÷åíûìè è ôèëîñîôàìè XVI–XVIII ââ. 

Ã.Â. Ëåéáíèö, íàïðèìåð, ïèñàë: «Âñå íàñòîÿùåå âñåãäà ñêðû-
âàåò â ñâîèõ íåäðàõ áóäóùåå, è âñÿêîå äàííîå ñîñòîÿíèå îáúÿñ-
íèìî åñòåñòâåííûì îáðàçîì òîëüêî èç íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-
øåñòâóþùèõ åìó». 

Çíàìåíèòàÿ êíèãà «Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé» ß. Áåðíóëëè 
çàâåðøàåòñÿ ñëîâàìè [Áåðíóëëè, 1986] 1: «Îòêóäà, íàêîíåö, âûòå-
êàåò òî óäèâèòåëüíîå, ïî-âèäèìîìó, ñëåäñòâèå, ÷òî åñëè áû íàá-
ëþäåíèÿ íàä âñåìè ñîáûòèÿìè ïðîäîëæàòü âñþ âå÷íîñòü (ïðè-
÷åì âåðîÿòíîñòü, íàêîíåö, ïåðåøëà áû â ïîëíóþ äîñòîâåðíîñòü), 
òî áûëî áû çàìå÷åíî, ÷òî âñå â ìèðå óïðàâëÿåòñÿ òî÷íûìè îòíî-
øåíèÿìè è ïîñòîÿííûì çàêîíîì èçìåíåíèÿ òàê, ÷òî äàæå â âå-
ùàõ â âûñøåé ñòåïåíè ñëó÷àéíûõ ìû ïðèíóæäåíû áûëè áû ïðè-
çíàòü êàê áû íåêîòîðóþ íåîáõîäèìîñòü è, ñêàæó ÿ, ðîê». 

Ïî ìíåíèþ Ï.Ñ. Ëàïëàñà, âñå â ìèðå ïîä÷èíÿåòñÿ äåòåðìè-
íèðîâàííûì çàêîíàì, à òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðåäûäóùèìè åãî ñîñòîÿíèÿìè, ò. å. îíî ïðåäîïðåäåëåíî. 
Ýòó òî÷êó çðåíèÿ ïîääåðæèâàëè ìíîãèå èçâåñòíûå ôèçèêè, â 
òîì ÷èñëå À. Ýéíøòåéí, çàìåòèâøèé êàê-òî, ÷òî «Áîã íå èãðàåò 
â êîñòè ñ Âñåëåííîé». 

3.1.2. Стохастический подход 

Ñòîðîííèêè ñòîõàñòè÷íîãî (âåðîÿòíîñòíîãî) ìèðîóñòðîéñòâà 
(ñì. ïàðàãðàô 2.4), íå îòâåðãàÿ, êàê ïðàâèëî, äåòåðìèíèñòñêèé 
ïîäõîä, êîíöåíòðèðóþò ñâîå âíèìàíèå íà ôåíîìåíå ñòàòèñòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, îòêðûâàþùåì äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæ-
íîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷àñòîòû ìàññîâûõ ñîáûòèé è óñðåäíåí-
íûõ âåëè÷èí. 

Áëàãîäàðÿ êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Ð.Ý. Ôèøåðà, Ê.Õ. Êðàìå-
ðà, Ê.Ð. Ðàî è äð. â ÕÕ âåêå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñôîðìèðî-

                                          
1 Êíèãà «Èñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé» áûëà îïóáëèêîâàíà â 1713 ã. ñïóñ-

òÿ 8 ëåò ïîñëå ñìåðòè ß. Áåðíóëëè. 
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âàëñÿ õîðîøî àðãóìåíòèðîâàííûé âçãëÿä íà âîïðîñû òî÷íîñòè 
ïðîãíîçèðîâàíèÿ è èçìåðåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî ïðè 
íàëè÷èè ñõîäèìîñòè (ñîñòîÿòåëüíîñòè) îöåíîê è íåîãðàíè÷åííîì 
óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà òî÷-
íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ è èçìåðåíèÿ íåò: ÷åì áîëüøå îáúåì âûáîðêè, 
òåì âûøå òî÷íîñòü [Òèõîíîâ, Õàðèñîâ, 1991, Âàí Òðèñ, 1972, 
Ãîðáàíü, 2003]. 

Ýòîò îïòèìèñòè÷åñêèé âûâîä, ê ñîæàëåíèþ, íå íàõîäèò ïîä-
òâåðæäåíèÿ íà ïðàêòèêå. Èíæåíåðû è ôèçèêè çíàþò, ÷òî ïóòåì 
óâåëè÷åíèÿ îáúåìà âûáîðêè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîâûñèòü 
òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, íî íå áåñïðåäåëüíî: ðà-
íî èëè ïîçäíî íà÷èíàþò ñêàçûâàòüñÿ òå èëè èíûå ôàêòîðû, îã-
ðàíè÷èâàþùèå âîçìîæíîñòü ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè. 

Ñòîðîííèêè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà è 
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé îáúÿñ-
íÿþò ýòîò ýôôåêò íàëè÷èåì íåîïðåäåëåííîñòè. 

3.1.3. Интервальный подход 

Èíòåðâàëüíûé ïîäõîä èìååò äâà íàïðàâëåíèÿ. Îäíî èç íèõ 
ðàçâèâàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèìåíèòåëüíî ê çà-
äà÷àì ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ. Çàðîæäåíèå 
åãî ñâÿçàíî ñ èìåíåì Ï.Ñ. Ëàïëàñà, à ñòàíîâëåíèå – ñ èìåíåì 
Å.Á. Óèëñîíà 2. Âûâîäû îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëüíîé òî÷íîñòè 
èçìåðåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ñëåäóþùèå èç ðàáîò â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè, òèïè÷íû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîäõîäà: ïðè íåîãðàíè÷åííîì 
îáúåìå äàííûõ ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé òî÷íîñòè íåò. 

Äðóãîå íàïðàâëåíèå èíòåðâàëüíîãî ïîäõîäà – ÷èñòî ìàòåìà-
òè÷åñêîå. Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â íåì íå èã-
ðàåò íèêàêîé ðîëè. Ýòî íàïðàâëåíèå íà÷àëî ôîðìèðîâàòüñÿ â 
60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà ïîã-
ðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà öèôðîâûõ 
ÝÂÌ. Åãî ðàçâèòèå ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè 
èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ýòîé òåîðèè ÿâëÿþò-
ñÿ èíòåðâàëû, õàðàêòåðèçóåìûå íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè. 

                                          
2 Ïîíÿòèå èíòåðâàëüíîé îöåíêè âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ ó Ï.Ñ. Ëàïëàñà 

(1814) â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïðîöåäóðû èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ â ðàìêàõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà 
äàë Å.Á. Óèëñîí â 1927 ã. [Ïûòüåâ, Øèøìàðåâ, 1983]. 
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Ñòàíîâëåíèå òåîðèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ñâÿçàíî ñ èìåíà-
ìè Ð.Å. Ìóðà [Moor, 1966], Þ.È. Øîêèíà [Øîêèí, 1981] è äðó-
ãèõ ó÷åíûõ. Çà ïîñëåäíèå ïîëâåêà â îáëàñòè èíòåðâàëüíîé ìàòå-
ìàòèêè ïîëó÷åíî ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðèìåð, 
[Øàðûé, 2010, Äîáðîíåö, 2004]). 

Ñëåäóþùèå èç òåîðèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà âûâîäû îòíî-
ñèòåëüíî ïîòåíöèàëüíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ 
â êîðíå îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ âûøå: äàæå ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì îáúåìå äàííûõ òî÷íîñòü òåîðåòè÷åñêè îãðàíè÷åíà. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòîò âûâîä íå áàçèðóåòñÿ íà ôèçèêå 
ðåàëüíûõ ÿâëåíèé, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èñõîäíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. 

3.1.4. Гиперслучайный подход 

Îïèðàÿñü íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, äåìîíñòðè-
ðóþùèå îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ÷àñòîòû ñîáûòèé è âûáîðî÷íûõ 
ñðåäíèõ, ñòîðîííèêè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ÿâëåíèé îòñòàèâàþò ãèïåðñëó÷àéíóþ êîíöåïöèþ óñòðîé-
ñòâà ìèðà (ñì. ïàðàãðàô 2.5). 

Ïðèçíàíèå íåèäåàëüíîãî õàðàêòåðà ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè è ïðèíÿòèå ôèçè÷åñêîé ãèïîòåçû àäåêâàòíîãî îïè-
ñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè 
ïðèâîäèò ê âûâîäàì, îòëè÷íûì îò âûâîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. 
Ñîãëàñíî òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ñóùåñòâóþò ïðèíöèïèàëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùèå àáñîëþòíî òî÷íîìó èçìåðåíèþ è 
ïðîãíîçó, ïðè÷åì äàæå ïðè íåîãðàíè÷åííîì îáúåìå äàííûõ 3. 

Òàêèì îáðàçîì, ïî êëþ÷åâîìó âîïðîñó ïîòåíöèàëüíîé òî÷-
íîñòè èçìåðåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ âûâîäû ìàòåìàòè÷åñêîé 
òåîðèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà è ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè 
ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ñîâïàäàþò. 

3.1.5. Фундаментальные вопросы 

Ñëó÷àéíîñòü, èíòåðâàëüíîñòü è ãèïåðñëó÷àéíîñòü – ðàçíî-
âèäíîñòè íåîïðåäåëåííîñòè. Âîçíèêàþò ôóíäàìåíòàëüíûå âîï-
ðîñû: êàêóþ ðîëü èãðàåò íåîïðåäåëåííîñòü â ðåàëüíîì ìèðå, è 
êàêîãî ðîäà ýòà íåîïðåäåëåííîñòü? Ýòè âîïðîñû òåñíî ñâÿçàíû ñ 
âîïðîñîì îá àäåêâàòíîñòè ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé è ïðè÷èíàõ èõ èñïîëüçîâàíèÿ. 

                                          
3 Äåòàëüíî ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â ãëàâàõ 28–31. 
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×åì îáóñëîâëåíû øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé, è âñå âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê ãèïåðñëó÷àéíûì ìîäåëÿì? 
Òåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê ðåàëüíûõ ÿâëå-
íèé ïðèðîäû ìû íå çíàåì è, çà íåèìåíèåì ëó÷øåãî, îáëåêàåì 
íàøå íåçíàíèå â ñòîõàñòè÷åñêèå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè? 
Èëè, áûòü ìîæåò, ìèð äåéñòâèòåëüíî áàçèðóåòñÿ íà ñëó÷àéíûõ è 
ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðèíöèïàõ è òîãäà èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñ-
êèõ è ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé – åäèíñòâåííî ïðàâèëüíûé ïóòü 
àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíîñòè? 

Âîïðîñû, áåçóñëîâíî, ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûå. Ïîëó÷èòü èñ-
÷åðïûâàþùèå îòâåòû íà íèõ âðÿä ëè âîçìîæíî. Íî âñå æå ïîñòà-
ðàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ â íèõ. Íà÷íåì ñ òåðìèíîëîãèè, êëàññèôèêà-
öèè íåîïðåäåëåííîñòåé è êëàññèôèêàöèè ðàñïðîñòðàíåííûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. 

3.2. ПАРАМЕТРЫ ФИЗИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Îêðóæàþùèé ìèð ïîñòîÿííî èçìåíÿåòñÿ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â 
èçìåíåíèè åãî ñâîéñòâ è ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî îáúåêòîâ – 
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. 

Ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ ôèçè÷åñêèìè è íåôèçè-
÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, â îòëè÷èå îò íåôè-
çè÷åñêèõ, – èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. 

Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñîãëàñíî ÃÎÑÒ 
[ÃÎÑÒ 16263-70, 1970] ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 2.6. 

Â ýòîì îïðåäåëåíèè çàëîæåíà äâîéñòâåííàÿ ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ïðèðîäà ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû: ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ýòî ïîíÿòèå òðàêòóåòñÿ êàê ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî, à ñ äðóãîé – 
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâåííî êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò. 

Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü îïèñàíà ðàçëè÷íûìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå, â îòëè÷èå îò ôèçè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû, áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî âåëè÷èíàìè èëè ïàðàìåòðàìè 4 
(èëè, èíà÷å, êîîðäèíàòàìè ñîñòîÿíèÿ) ñ äîáàâëåíèåì ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïîÿñíÿþùåãî ñëîâà, õàðàêòåðèçóþùåãî èõ ñïåöèôèêó. 

Ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü ñêàëÿðíûìè (îäíîìåðíûìè) è âåêòîð-
íûìè (ìíîãîìåðíûìè). Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü äåòåðìèíèðîâàííûå è 
íåäåòåðìèíèðîâàííûå (èíäåòåðìèíèðîâàííûå èëè íåîïðåäåëåííûå) 
ïàðàìåòðû. 

                                          
4 Ñ äðåâíåãðå÷åñêîãî ÿçûêà ñëîâî ïàðàìåòð ïåðåâîäèòñÿ êàê ñîðàçìå-

ðÿåìûé. 
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Ïàðàìåòðû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè. 

Äåòåðìèíèðîâàííûé ïàðàìåòð â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìå-

íè ïðèíèìàåò êîíêðåòíîå çíà÷åíèå. Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ýòî 

çíà÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì (íàòóðàëüíûì, âåùåñòâåííûì èëè 

êîìïëåêñíûì), à â âåêòîðíîì – âåêòîðîì (ñîâîêóïíîñòüþ íàòó-

ðàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). Ïàðàìåòðû, 

îïèñûâàåìûå áåñêîíå÷íîìåðíûìè âåêòîðàìè, îáû÷íî íàçûâàþò 

õàðàêòåðèñòèêàìè. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. 

Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè íåîïðåäåëåííûé ïàðà-

ìåòð, â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííîãî, íå ïðèíèìàåò êîíêðåò-

íîãî çíà÷åíèÿ, à íåîïðåäåëåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå îïèñûâàåòñÿ 

êàêîé-ëèáî êîíêðåòíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. 

Çàìåòèì, ÷òî äåëåíèå ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê ðåàëüíûõ 

ñèñòåì íà äåòåðìèíèðîâàííûå è íåäåòåðìèíèðîâàííûå íå ñîâ-

ñåì êîððåêòíî. Äåëî â òîì, ÷òî îáû÷íî â íàëè÷èè èìååòñÿ âñåãî 

ëèøü îäíà ðåàëèçàöèÿ, à ïî îäíîé ðåàëèçàöèè, åñëè îíà íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé, ñóäèòü î äåòåðìèíèðîâàííîì èëè íåîïðå-

äåëåííîì õàðàêòåðå ïàðàìåòðà èëè õàðàêòåðèñòèêè íåëüçÿ. 

Èíîå äåëî – ìîäåëè. Ôîðìèðóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ìîæ-

íî äîïóñòèòü, ÷òî îäíè åå ïàðàìåòðû (èëè õàðàêòåðèñòèêè) äåòåð-

ìèíèðîâàííûå, à äðóãèå – íåîïðåäåëåííûå. 

Ìîäåëè, íå ñîäåðæàùèå íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ, îáû÷íî 

íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûìè, à ñîäåðæàùèå òàêèå ïàðàìåò-

ðû – íåäåòåðìèíèðîâàííûìè. 

Ñèñòåìû, àäåêâàòíûì îáðàçîì îïèñûâàåìûå èñêëþ÷èòåëüíî 

äåòåðìèíèðîâàííûìè ìîäåëÿìè, íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûìè, 

à ïðåäñòàâëÿåìûå íåäåòåðìèíèðîâàííûìè èëè êàê äåòåðìèíèðî-

âàííûìè, òàê è íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ìîäåëÿìè – íåäåòåðìè-

íèðîâàííûìè. 

Çäåñü è äàëåå ïîä àäåêâàòíûì îïèñàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïîëíîå 

ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ìîäåëèðóåìîìó îáúåêòó ïî ñâîéñòâàì íåîï-

ðåäåëåííîñòè è äåòåðìèíèçìà. 

Íà ýòîì îñíîâàíèè ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ ñâîéñòâ ôèçè-

÷åñêèõ âåëè÷èí íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó ðåàëüíûìè ôè-

çè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè è èõ àäåêâàòíûìè ìîäåëÿìè. 
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3.3. КЛАССИФИКАЦИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ 

Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè íå òàêîå î÷åâèäíîå, êàê êàæåòñÿ 
íà ïåðâûé âçãëÿä. Äàëåêî íå âñåãäà óäàåòñÿ òî÷íî ñôîðìóëèðî-
âàòü, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîä ïîíÿòèåì íåîïðåäåëåííîñòè. Ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñõîäíûõ ïîíÿòèé, áëèçêèõ åìó ïî ñìûñëó. 
Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, íåèçâåñòíîñòü, íåîäíîçíà÷íîñòü, 
ñëó÷àéíîñòü, íåäîñòîâåðíîñòü, íåàäåêâàòíîñòü, ìíîãîçíà÷íîñòü, 
õàîòè÷íîñòü, íå÷åòêîñòü è äð. 

Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïîíÿòèé ðàñïëûâ÷àòû. Èíûå æå, õîòÿ è 
ôîðìàëèçîâàíû, îäíàêî áàçèðóþòñÿ íà ðàçíûõ èñõîäíûõ ìîäåëü-
íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, ÷òî çàòðóäíÿåò óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó 
íèìè (ê òàêîâûì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîñòè è 
õàîòè÷íîñòè). 

Â ýòîé ñâÿçè ðàçðàáîòàòü âñåîáúåìëþùóþ è ïðèòîì ëîãè÷åñ-
êè êîððåêòíóþ ñèñòåìàòèçàöèþ ïîíÿòèé íåîïðåäåëåííîñòè íå-
ïðîñòî. Îäíîé èç íàèáîëåå óäà÷íûõ êëàññèôèêàöèé ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïðèâåäåííàÿ â ìîíîãðàôèè [Áî÷àðíèêîâ, 
2001] (ðèñ. 3.1). Â íåé õîòÿ è îòñóòñòâóþò ìíîãèå âàæíûå ïîíÿ-
òèÿ,  â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû, ìóëüòèèíòåð- 

 

Ðèñ. 3.1. Êëàññèôèêàöèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ïî Â.Ï. Áî÷àðíèêîâó [Áî÷àð-
íèêîâ, 2001] 
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âàëüíîé âåëè÷èíû, ãèïåðñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ è äð., îäíàêî âåðíî 
ïîäìå÷åíî, ÷òî ñëó÷àéíîñòü, íåîäíîçíà÷íîñòü è íåîïðåäåëåí-
íîñòü – íå èäåíòè÷íûå ïîíÿòèÿ. Ñëó÷àéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì 
ñëó÷àåì íåîäíîçíà÷íîñòè (ìíîãîçíà÷íîñòè), à ïîñëåäíÿÿ – ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîñòè, ìíîãîçíà÷íîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè 
ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì (ÿâëå-
íèÿì), à èìåííî: ñîáûòèÿì, âåëè÷èíàì è ôóíêöèÿì. 

3.4. ЕДИНООБРАЗНОЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ 
 С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Åäèíîîáðàçíîå îïèñàíèå ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè äåòåðìèíèðî-
âàííûõ, ñëó÷àéíûõ, èíòåðâàëüíûõ è ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, 
îáåñïå÷èâàåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåð-
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ åå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû, àíà-
ëèòè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3.2): 

( ) sup ( / ),S
g G

F x F x g


  ( ) inf ( / )I
g G

F x F x g


 . 

Ðèñ. 3.2. Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SF x , ( )IF x  íåâûðîæäåííîé ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (à), ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (á), äåòåðìèíèðîâàííîé âå-
ëè÷èíû (â) è èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû (ã) 

 



3.4. Единообразное описание моделей  с помощью функции рас-
пределения 
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Ìåæäó ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïîëîæåíà çîíà 
íåîïðåäåëåííîñòè, ôîðìèðóåìàÿ ìíîæåñòâîì êðèâûõ ( / )F x g , 

g G . Åñëè ýòè êðèâûå âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿþò ïðîñòðàíñòâî 

ìåæäó ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî çîíà íåîïðåäåëåí-
íîñòè – íåïðåðûâíàÿ (çàòåìíåííàÿ ïîëîñà íà ðèñ. 3.2, à), â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå – ðàçðûâíàÿ. 

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû – ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ãðàíèöû ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ åå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x : 

( ) ( ) ( )S IF x F x F x  , à çîíà íåîïðåäåëåííîñòè ñòÿãèâàåòñÿ â ëè-

íèþ (ðèñ. 3.2, á). 
Äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó a  ïðèáëèæåííî ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  

êîòîðîé èìååò âèä åäèíè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êå a :  ( ) signF x x a    

(ðèñ. 3.2, â), ãäå 

0 ïðè 0,
sign[ ]

1 ïðè 0.

x
x

x


  

 

Èíòåðâàëüíóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ èíòåðâàëîì  ,a b , 

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , íèæíÿÿ  
ãðàíèöà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé åäèíè÷íîãî ñêà÷êà â 

òî÷êå a :  ( ) signSF x x a  , à âåðõíÿÿ – ôóíêöèåé åäèíè÷íîãî 

ñêà÷êà â òî÷êå b :  ( ) signIF x x b   (ðèñ. 3.2, ã). Çîíà íåîïðåäå-

ëåííîñòè èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû – íåïðåðûâíàÿ. 

Åñëè a   , à b   , òî ñêà÷îê íèæíåé ãðàíèöû ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, à âåðõíåé ãðà-
íèöû – ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåðâàëüíóþ âåëè÷èíó ñ òàêè-
ìè ãðàíèöàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíîñ-
òüþ íåîïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó. 

Ìóëüòèèíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà [Øàðûé, 2010], ñîñòîÿùàÿ èç 
ìíîæåñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, èìååò ðàçðûâíóþ çîíó 
íåîïðåäåëåííîñòè. 

Î÷åâèäíî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà (ðèñ. 3.2, â) ëè-
øåíà êàêîé-ëèáî íåîïðåäåëåííîñòè. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì 
êîíêðåòíûì çíà÷åíèåì a . 

Èíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà (ðèñ. 3.2, ã) îïèñûâàåò íåîïðåäåëåí-
íîñòü, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ãðàíèöàìè èíòåðâàëà. Ñëó÷àéíàÿ 
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âåëè÷èíà (ðèñ. 3.2, á) îïèñûâàåò íåîïðåäåëåííîñòü äðóãîãî òèïà, 
êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì (èëè ìîäîé) è íàêëîíîì êðèâîé ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ (õàðàêòåðèçóåìûì äèñïåðñèåé èëè ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêèì îòêëîíåíèåì). 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íè â èíòåðâàëüíîé ìîäåëè, íè â ñëó-
÷àéíîé ìîäåëè äåòåðìèíèçì ïîëíîñòüþ íå èçæèò. Îí ïðèñóò-
ñòâóåò â íèõ, íî íà äðóãîì óðîâíå: ïðîÿâëÿåòñÿ â ôîðìå äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ (ãðàíèö èíòåðâàëà, ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è ò. ä.) è äåòåðìèíèðîâàííûõ õàðàêòåðèñ-
òèê (ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïð.). 
Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àéíîé ìîäåëè äåòåðìèíèçì èãðàåò áîëåå ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü, ÷åì â èíòåðâàëüíîé ìîäåëè. 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ó÷èòûâàåò äâà òèïà íåîïðåäåëåí-
íîñòè, îäíà èç êîòîðûõ õàðàêòåðíà äëÿ èíòåðâàëüíîé, à äðóãàÿ – 
äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñòåñòâåííî, â ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëè 
äåòåðìèíèçì òàêæå ïðèñóòñòâóåò â ôîðìå äåòåðìèíèðîâàííûõ 
ïàðàìåòðîâ (ìîìåíòîâ ãðàíèö, ãðàíèö ìîìåíòîâ è ò. ä.) è äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ õàðàêòåðèñòèê (óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ, óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ãðàíèö ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ïð.), îäíàêî ðîëü äåòåðìèíèçìà â íåé ìåíåå ñó-
ùåñòâåííà, ÷åì â ñëó÷àéíîé ìîäåëè. 

Ðàíæèðóÿ ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè ïî òîé ðîëè, êîòîðóþ èã-
ðàåò â íèõ äåòåðìèíèçì, èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äåòåðìèíèðîâàííàÿ, ñëó÷àéíàÿ, ãèïåðñëó÷àéíàÿ, ìó-
ëüòèèíòåðâàëüíàÿ, èíòåðâàëüíàÿ. 

Èç ïðèâåäåííîãî êðàòêîãî ýêñêóðñà ñëåäóåò, ÷òî íåîïðåäå-
ëåííîñòü òåñíèò äåòåðìèíèçì. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî äíè 
ïîñëåäíåãî ñî÷òåíû. Êàêèå áû ìîäåëè íåîïðåäåëåííîñòè ìû íè 
ñòðîèëè, îáîéòèñü áåç äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé 
íåâîçìîæíî. Â êîíå÷íîì èòîãå âñå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûìè ñðåäñòâàìè. 

Îáðàòèì âíèìàíèå åùå íà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûìè è íåîïðåäåëåííûìè ÿâëåíèÿ-
ìè íåò òîé ïðîïàñòè, êàê ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëàãàòü. Äåòåð-
ìèíèðîâàííóþ, ñëó÷àéíóþ, èíòåðâàëüíóþ è ìóëüòèèíòåðâàëüíóþ 
âåëè÷èíû, à òàêæå äåòåðìèíèðîâàííîå è ñëó÷àéíîå ñîáûòèÿ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðîæäåííûå ñëó÷àè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è- 
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íû, ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ – êàê âûðîæäåííóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíê-

öèþ, à äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ – êàê âûðîæäåííóþ ñëó÷àé-

íóþ èëè âûðîæäåííóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëè÷èå ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûìè, 

ñëó÷àéíûìè, èíòåðâàëüíûìè, ìóëüòèèíòåðâàëüíûìè è ãèïåðñëó-

÷àéíûìè ìîäåëÿìè èìååòñÿ è ñâÿçàíî îíî ñ ðàçíûì ñîîòíîøå-

íèåì â íèõ äåòåðìèíèçìà è íåîïðåäåëåííîñòè. 

3.5. КЛАССИФИКАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ  
МОДЕЛЕЙ 

Îñîáåííîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé 

äëÿ êëàññèôèêàöèè ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ó÷èòûâàÿ ñî-

îáðàæåíèÿ, èçëîæåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìîæíî ïðåä-

ëîæèòü ñëåäóþùóþ èõ êëàññèôèêàöèþ (ðèñ. 3.3). Â ýòîé êëàññè-

ôèêàöèè ïîä ìíîãîçíà÷íûìè â îáùåì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàþòñÿ 

íå òîëüêî ìîäåëè, íåîäíîçíà÷íîñòü êîòîðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè 

ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé (êàê, íàïðèìåð, â êëàññè-

÷åñêîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûõ ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ìàòåìàòè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêå), íî è ìîäåëè, ó êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåîäíî- 

 

Ðèñ. 3.3. Êëàññèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 
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çíà÷íîñòü íà óðîâíå îäíîé ðåàëèçàöèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû îïèñûâàåòñÿ  

íå ÷èñëîì, à ìíîæåñòâîì ÷èñåë (ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíîé) 5, à ðåà-

ëèçàöèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà – ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé. 

Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí è 

ôóíêöèé çàëîæåíû â ðàáîòàõ [Ãîðáàíü, 2012 (2), (3), Gorban, 

2012], â êîòîðûõ ââåäåíû ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ïðåäåëà, ïðèíè-

ìàþùåãî íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, íåïðåðûâíîé 

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà ìíîãîçíà÷íîé 

ôóíêöèè è äð. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîãî àíàëèçà ïðèâåäåíû â 

÷àñòè IV. 
 

                                          
5 Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêàÿ òðàêòîâêà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ïðîòèâîðå÷èò  

[ÃÎÑÒ 16263-70, 1970]. 
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Глава 4 
 

СТАТИСТИЧЕСКИ  НЕУСТОЙЧИВЫЕ 
СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ  

 
 
 
 
 
Ðàññìîòðåíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåííûì ñòàòèñòè-
êàì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ðàçëè÷íûå âèäû íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. 

4.1. СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ 
И СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ 

СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Â ïàðàãðàôå 1.5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé-
÷èâûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé è ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ. Íåêîòîðûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè òàêæå ÿâëÿþòñÿ 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè. Íå âäàâàÿñü ïîêà â äåòàëè è ìà-
òåìàòè÷åñêèå òîíêîñòè, ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íà êîíöåïòó-
àëüíîì óðîâíå. Áîëåå êîððåêòíîå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ åãî îñâåùåíèå îòëîæèì äî ñëåäóþùèõ ãëàâ. 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Õ, èìåþùóþ îïðåäåëåííûé 

çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x . Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðîå îíà 

ïðèíèìàåò ïðè ïðîâåäåíèè N  îïûòîâ, îáðàçóåò ñëó÷àéíóþ âûáîð-  

êó 1, , NX X . 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà èçó÷àåò âûáîðêè ñ ïîìîùüþ 
ñòàòèñòèê – ôóíêöèé âûáîðîê. Â äàííîì ñëó÷àå ëþáàÿ ñòàòè-
ñòèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, çàêîí ðàñïðåäåëå-

íèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ).F x  

Ïî âûáîðêå 1, , NX X  ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ýìïèðè÷åñêàÿ 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )NF x  (1.7) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ. Ýòà 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè, îïèñû-
âàåìûì îñíîâíîé òåîðåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (òåîðå-
ìîé Ãëèâåíêî). 

Òåîðåìà Ãëèâåíêî. Ïóñòü ( )F x  – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ, à * ( )NF x  – ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ N  íàáëþäåíèé ýòîé âåëè÷èíû. Òîãäà 

ïðè N    ôóíêöèÿ * ( )NF x  ñõîäèòñÿ ê ( )F x  ïî÷òè íàâåðíîå (ñ 

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) 1: 

 *sup ( ) ( ) 0 1N
x

P F x F x
 

   . 

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà 

áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, òî * ( )NF x  ñõî-

äèòñÿ ê ( )F x  è ïî âåðîÿòíîñòè. 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Ìåíåå ïîëíî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó õàðàêòåðèçóþò 
ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíûå è öåíò- 
ðàëüíûå ìîìåíòû (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ è ò.ä.). 

Ìîìåíòû 1 2, ,m m   ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ìîãóò áûòü 

îöåíåíû ñ ïîìîùüþ îöåíîê * *
1 2, ,m m  , ñôîðìèðîâàííûõ ïî âû-

áîðêå 1, , .NX X  Åñëè ýòè ñëó÷àéíûå îöåíêè ñõîäÿòñÿ â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå ê ìîìåíòàì 1 2, ,m m   (â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ñî-

ñòîÿòåëüíûìè2), òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X  è ñîîòâåòñòâóþùóþ 

âûáîðêó 1, , NX X  ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè 

ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì îöåíêàì. 
Òåîðåìà Ãëèâåíêî íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü îöåíîê ìîìåí-

òîâ (ñì. ïàðàãðàô 1.6). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè 

îöåíêè *m  ê ìîìåíòó m  ÿâëÿåòñÿ, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâîâàíèå 

ìîìåíòà .m  

Íå âñå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ìîìåíòû. Íàïðèìåð, ðàñïðåäå-
ëåíèå Êîøè, îïèñûâàåìîå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ 

01 1
( ) arctg

2

x x
F x

 
    

                    (4.1) 

è ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ 

 0 2 2
0

1
( ) ,

( )
f x C x

x x

 
        

,              (4.2) 

                                          
1 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ 

âåëè÷èí è ôóíêöèé ïðèâåäåíû â ãëàâå 18. 
2 Ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà – îöåíêà, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè 

ê îöåíèâàåìîé âåëè÷èíå. 
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ãäå 0x  – ïàðàìåòð ñäâèãà, 0   – ïàðàìåòð ìàñøòàáà, ìîìåí-

òîâ íå èìååò 
3. 

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  íå èìååò êàêîãî-òî ìîìåíòà 

,m  òî îöåíêà *m  ýòîãî îòñóòñòâóþùåãî ìîìåíòà íå èìååò ïðå-

äåëà (ðàñõîäèòñÿ) 
4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêà *m  ñòàòèñòè÷åñêè 

íåóñòîé÷èâà (íåñîñòîÿòåëüíà), è ïîýòîìó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Õ, 

åå ðàñïðåäåëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé âûáîðêó 1, , NX X  ìîæíî 

ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îöåíêå *.m  

Ñëåäóÿ ýòîé ëîãèêå, ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, íàïðèìåð, ñòàòèñ-
òè÷åñêè íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêàì âñåõ ìîìåíòîâ. 

Çàìåòèì, ÷òî íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò 
èìåòü ìåñòî ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé ñòàòèñòèêå, à íå òîëüêî ê 
îïèñûâàþùåé êàêîé-òî ìîìåíò. 

Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà 1, , NX X  ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíà è ïî-

äðóãîìó, à èìåííî: êàê îäíîðîäíàÿ âûáîðêà èç ñòàöèîíàðíîãî 

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( )X t  ñ íåçàâèñèìûìè ñå÷åíèÿìè, îïèñû-

âàåìûìè ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x . 

Åñëè òàêîé ïðîöåññ ( )X t  íå èìååò êàêîãî-òî ìîìåíòà (ïàðà-

ìåòðà) m , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà *m  ðàñõîäèòñÿ è òîãäà 

ïðîöåññ ( )X t , åãî ðàñïðåäåëåíèå è âûáîðêà 1, , NX X  îêàçûâàþòñÿ 

ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå *m . 

4.2. СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ 
 НЕСТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( ),X t  îïè-

ñûâàåìûé ìíîãîìåðíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; ).F x t


 Âû-

áîðêà 1 1( ), , ( )N NX X t X X t   èç òàêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, 

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà 1, , Nt t , íåîäíîðîäíàÿ. 

                                          
3 Ó ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî 

çíà÷åíèÿ, îïèñûâàþùèé ïåðâûé ìîìåíò. Çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà ðà-
âíî õ0. 

4 Èëè ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó, íå ÿâëÿþùèìñÿ ìîìåíòîì. 
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Ñòàòèñòèêà, ñôîðìèðîâàííàÿ ïî òàêîé âûáîðêå, ïðåäñòàâëÿåò 

ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó *,Y  çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé  

îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t


. Ïðè íåîãðàíè-

÷åííîì óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: *Y  

ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Y  (â ÷àñòíîì ñëó-

÷àå – ê äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíå) èëè *Y  ðàñõîäèòñÿ. 

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y  ìî-

ìåíòà (ïàðàìåòðà) m  è ñõîäèìîñòè îöåíêè *m  ê m  âåëè÷èíà 

Y  ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå *m , è ïîý-

òîìó ïðîöåññ ( )X t  è ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáîðêó ìîæíî ñ÷èòàòü 

ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå *m . 

Ïðè îòñóòñòâèè ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y  ìîìåíòà (ïàðàìåò-

ðà) m  âåëè÷èíà Y  ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê 

îöåíêå *m , è ïîýòîìó ïðîöåññ ( )X t  è ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáîð-

êó ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê 

îöåíêå *m . 

Âî âòîðîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ê 

êîòîðîé ñõîäèëàñü áû ñòàòèñòèêà *.Y  Ýòî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê 

ñòàòèñòè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ( )X t , åãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ è âûáîðêè 1, , NX X  ïî îòíîøåíèþ ê ñòàòèñòèêå *.Y  

Íà ïðàêòèêå íàáëþäàåòñÿ èìåííî òàêîé âàðèàíò íàðóøåíèÿ 

ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. ×àùå âñåãî èìååò ìåñòî íàðóøå-

íèå óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå 

èññëåäîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèå ýòîò òåçèñ, îïèñàíû â ÷àñòè II è 

ãëàâå 27. 

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñòàöèîíàðíûå è íåñòà-

öèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (à òàêæå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è âûáîð-

êè) ìîãóò áûòü êàê ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé-

÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåííûì ñòàòèñòèêàì. 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåñòàöèîíàðíîñòü è ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåóñ-

òîé÷èâîñòü – ðàçíûå ïîíÿòèÿ. 
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4.3. НЕСТАЦИОНАРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ, 
СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ ПО ОТНОШЕНИЮ 

К СРЕДНЕМУ 

Ïðåäñòàâèì íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )X t  â âèäå 

ñóììû åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ( )xm t  è ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 

( )X t


 ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì: 

( ) ( ) ( ).xX t m t X t 


 

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñðåäíåãî ( )ym t  îïðåäåëÿåòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ( )xm t : 

1 1

0

1
( ) ( ) .

t

y xm t m t dt
t

   

Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñðåäíåãî 

îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ( ).xm t  

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ òðåìÿ òèïàìè èçìåíåíèÿ 

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ( )xm t : ïåðèîäè÷åñêèì, ïåðèîäè÷åñêè 

ñêà÷êîîáðàçíûì è àïåðèîäè÷åñêèì. 

4.3.1. Случайные процессы с периодически  
изменяющимся математическим ожиданием 

Ïóñòü ( )xm t  – ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì Ò. Òîãäà 

åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå: 

2
( ) expx k

k

j
m t a kt

T





   
 

  ,                   (4.3) 

ãäå exp( )k k ka a j   – êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ, 

ka  – àìïëèòóäà, k  – ôàçà. 

Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñðåäíåãî 

0
1

sin
( ) 2 cos( ).y k k

k

tk T
m t a a tk T

tk T






    

          (4.4) 

Èç âûðàæåíèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îæèäàíèÿ ñðåäíåãî îïèñûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
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ìè, çàòóõàþùèìè ïî çàêîíó sin /x x . Ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ ýòèõ 

ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðèîäà Ò: ïî ìåðå óâåëè÷å-

íèÿ ïåðèîäà ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ óìåíüøàåòñÿ, à ïðè T    îíà 

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. 
Ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ – ó ïåðâîãî ÷ëåíà ðÿäà 

(ñîîòâåòñòâóþùåãî 1k  ). Â ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ñðåäíåãî 

(4.4) ãàðìîíèêè âûñøåãî ïîðÿäêà, ïðèñóòñòâóþùèå â ðàçëîæå-
íèè (4.3), îêàçûâàþòñÿ ïîäàâëåííûìè. ×åì âûøå ïîðÿäîê ãàð-
ìîíèêè, òåì ñèëüíåå ïîäàâëåíèå. 

Åñëè äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå 
ïåðèîäà Ò, òî èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñðåäíåãî 

( )ym t  íåçíà÷èòåëüíû. Ýòî – îáëàñòü âûðàæåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè. Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, èçìåíÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ 

äëèòåëüíîñòè ê ïåðèîäó Ò. Íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [0, ]t T , êàê 

âèäíî èç âûðàæåíèÿ (4.4), ïðîèñõîäÿò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûðàæåííîé òåí-
äåíöèè íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Õàðàêòåðèçóÿ ïðîöåññ íà ýòîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, ìîæíî 
ñ÷èòàòü åãî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. 

Çàìåòèì, ÷òî îùóòèìûå èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ ñðåäíåãî è íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîãóò 
òàêæå ðåãèñòðèðîâàòüñÿ íà èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ, ñóùåñòâåííî 
áîëüøèõ ïåðèîäà Ò. Ýòî èìååò ìåñòî, êîãäà ãàðìîíèêè âûñøåãî 
ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî âåëèêè, à èõ íîìåðà íå î÷åíü áîëüøèå. 

Îïèñàííûå îñîáåííîñòè ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðèñ. 4.1 (ìîäå-
ëè 3, 4). 

Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

1 0 2 cos(2 / ),l
n nx a n n fn N       

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè t tn   â ÷àñàõ ( 1,n N , 

0,2t   ñ), ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîòû f. Â ìîäåëè 3 

400f   (ðèñ. 4.1, à, á), à â ìîäåëè 4 – 1f   (ðèñ. 4.1, â, ã). Â 

îáåèõ ìîäåëÿõ 220a  , 1 1  , ìíîæåñòâî îòñ÷åòîâ ðàçáèòî íà L  

áëîêîâ ïî M  îòñ÷åòîâ â êàæäîì (N ML , M = 64), 0
ln  – ñîîòâåò-

ñòâóþùèé l-ìó áëîêó îòñ÷åò ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ 
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, 

nn  – n-é îòñ÷åò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì 

îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, 2 10  . 
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Ðèñ. 4.1. Ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ âûñîêîé (ìîäåëü 3) (à) è íèçêîé 
(ìîäåëü 4) (â) ÷àñòîòîé êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñîîòâåòñò-

âóþùèå èì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå (á, ã) 

 

Èç âûðàæåíèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t    è êîíå÷íîì T  

ôëóêòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñðåäíåãî ( )ym t  ñòðåìÿòñÿ ê 

íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè íà îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì â öåëîì ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâ. 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( ),X t  îïèñûâàåìûé ñóììîé 

Q  ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ ïî óðîâíþ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ 

ïðîöåññîâ 1 2( ), ( ), , ( ),QX t X t X t  ó êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ñóùåñò-

âåííî îòëè÷àþùèìèñÿ äðóã îò äðóãà ïåðèîäàìè < < <1 2 .QT T T  

Íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ îò íóëÿ äî t , çíà÷èòåëüíî ìåíü- 

øåì 1,T  ôëóêòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðàêòè÷åñêè  íå 
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Ðèñ. 4.2. Ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ñîäåð-
æàùèì òðè ñèëüíî îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ïî ÷àñòîòå ãàðìîíèêè (ìîäåëü 5) 
(à) è ïÿòü áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïî ÷àñòîòå ãàðìîíèê (ìîäåëü 6) (â), à 

òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå (á, ã) 

 
ïðîÿâëÿþòñÿ, è ïîýòîìó ïðîöåññ ( )X t  ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷å-

ñêè óñòîé÷èâûì. Ïðè ïðèáëèæåíèè t  ê 1T  ïðîöåññ 1( )X t  (à ñëå-

äîâàòåëüíî, è ïðîöåññ ( )X t ) ñòàíîâèòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé-

÷èâûì. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè âðåìåíè íàáëþäåíèÿ íà÷è-

íàþò ïðîÿâëÿòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññà 1( )X t , è îí 

ïîñòåïåííî ïðèîáðåòàåò õàðàêòåð óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà. Ïðè 

ýòîì ïðîöåññ ( )X t  òàêæå íà÷èíàåò ïîõîäèòü íà ñòàòèñòè÷åñêè 

óñòîé÷èâûé ïðîöåññ. 

Ïðè ïðèáëèæåíèè t  ê 2T  ïðîöåññ 2( )X t  ñòàíîâèòñÿ ñòàòèñòè-

÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ 

óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ( )X t  íàðóøàåòñÿ è ò.ä. Ïðè Q    ÷å- 

ðåäîâàíèå óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé îõâàòûâàåò 
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áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ è â öåëîì ïðîöåññ îêàçûâà-
åòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì 5. 

Êîãäà ïåðèîäû ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè 1 2q qT T   ( 1, 1q Q  ), 

îáëàñòè íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ñëèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è 

ïðàêòè÷åñêè íà âñåì èíòåðâàëå 1[ , )QT T  ïðîöåññ îêàçûâàåòñÿ ñòà-

òèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. 
Îïèñàííàÿ ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûõ 

îáëàñòåé ïðîèëëþñòðèðîâàíà ìîäåëÿìè 5 è 6 (ðèñ. 4.2). 
Ìîäåëü 5 îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì 

3

1 0 2
1

cos(2 / ),l
n n i

i

x a n n f n N


       

ãäå 1 256,f   2 16,f   3 1,f   à ìîäåëü 6 – âûðàæåíèåì 

5

1 0 2
1

cos(2 / ),l
n n i

i

x a n n f n N


       

ãäå 1 16f  , 2 8f  , 3 4f  , 4 2f  , 5 1f  . 

Â îáåèõ ìîäåëÿõ íåîãîâîðåííûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê â 
ìîäåëè 3. 

Îïèñàííàÿ àääèòèâíàÿ ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷å-
ñòâå ìîäåëè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. 

4.3.2. Случайный процесс со скачкообразно 
изменяющимся 

математическим ожиданием 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ó êîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå 
îæèäàíèå ñîäåðæèò ñêà÷êîîáðàçíûå ïåðèîäè÷åñêèå âñïëåñêè, 
îïèñûâàåìûå íåêîòîðûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Íà ðèñ. 4.3, à ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîãî ïðîöåññà (ìîäåëü 7). Åãî 

îòñ÷åòû îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèåì 1 1 2 2(1 | |),n n p nx a n n        

ãäå 2 = 20, 1 ,nn  2nn  – ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëå-

âûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, 

0, åñëè íå êðàòíî ,

1, åñëè êðàòíî ,
p

n p

n p

  


 

4000,p   à îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê â ìîäåëè 3. 

                                          
5 Ðåàëüíûé øóìîâîé ïðîöåññ òàêîãî òèïà îïèñàí â ïàðàãðàôå 9.1. 
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Ðèñ. 4.3. Ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ ïåðèîäè÷åñêè ñêà÷êîîáðàçíûì èç-
ìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ìîäåëü 7) (à), ìîäåëü ñëó÷àéíîãî 
ïðîöåññà ñ àïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ìî- 

äåëü 8) (â) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûáîðî÷íûå ñðåäíèå (á, ã) 

 
Òàêîé ïðîöåññ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé. Ïåðèîäè÷åñêè ïî-

ÿâëÿþùèåñÿ â íåì âñïëåñêè, êàê âèäíî èç ðèñ. 4.3, á, ïðè óñðåä-
íåíèè ñãëàæèâàþòñÿ. 

4.3.3. Случайный процесс с апериодически 
изменяющимся 

математическим ожиданием 

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþ-
ùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ðàññìîòðåííûå â ï. 4.3.1, íà 

èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ äëèòåëüíîñòüþ ìåíåå ïåðèîäà T  ìîæíî 
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîöåññû ñ àïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ 
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàêèå ïðîöåññû 
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ìîãóò ïðîÿâëÿòü ïðèçíàêè ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íà îïðå-
äåëåííûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ. 

Ïóñòü ( )xm t  äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà: 

0

( ) .k
x k

k

m t a t




                                (4.5) 

Òîãäà 

0

( ) .
1

k
k

y
k

a t
m t

k






                               (4.6) 

Èç âûðàæåíèÿ (4.6) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ ( )xm t  ïî çàêîíó kt  ïðèâîäèò ê òàêîìó æå çàêîíó èç-

ìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñðåäíåãî ( ).ym t  Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî åñëè >( ) ( 0),k
xm t t k  òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâ íà ëþáîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. 
Çàìåòèì, ÷òî èç-çà íàëè÷èÿ â ðàçëîæåíèè (4.6) äîïîëíèòåëü-

íûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçëîæåíèåì (4.5) êîýôôèöèåíòîâ 1( 1)k   

çàêîí èçìåíåíèÿ ( )ym t  â îáùåì ñëó÷àå íå ïîâòîðÿåò çàêîí èç-

ìåíåíèÿ ( ),xm t  à ïîòîìó íå îáÿçàòåëüíî ïðîöåññ ñ àïåðèîäè÷å-

ñêè èçìåíÿþùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ó êîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîå 

îæèäàíèå ( )xm t  â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå èçìåíÿåòñÿ ïå-

ðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì Ò. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì 

2
( ) exp ln .x k

k

j
m t a k t

T





   
 

   

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ íîðìèðîâêîé íà t  äàåò ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñðåäíåãî ( ),ym t  êîòîðîå ñ ïîìîùüþ íå-

ñëîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 

0
2 2 2

1

( ) 2
1 4 /

k
y

k

a
m t a

k T





  
 

  

sin(2 ln +arctg( / 2 )).kk t T T k      



Глава 4. Cтатистически неустойчивые стохастические модели 
 

 

 74 

Êàê âèäíî, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå 

ôóíêöèè ( )xm t  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñðåäíåãî ( )ym t  îïèñû-

âàåòñÿ ðÿäîì íåçàòóõàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêîé ïðîöåññ ñòàòèñòè÷åñêè 

íåóñòîé÷èâ íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [0, ).  

Íà ðèñ. 4.3, â, ã ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëè, 
ïðåäñòàâëÿåìîé ôóíêöèåé 

1 2cos(2 lg / lg )n nx a n f n N       

(ìîäåëü 8), ãäå 2 10,   20,f   à îñòàëüíûå ïàðàìåòðû è âåëè-

÷èíû òàêèå æå, êàê â ìîäåëè 3. 
Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ âðÿä ëè îïèñû-

âàþòñÿ ôóíêöèÿìè òèïà >( 0)kt k  èëè êîñèíóñ-ëîãàðèôìè÷åñêîé 

ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íå ñëåäóåò èñêëþ÷àòü âîçìîæíîñòè, 
÷òî îòäåëüíûå ôðàãìåíòû ðåàëèçàöèé ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ïîäîá-
íûìè ôóíêöèÿìè ñ âûòåêàþùèìè èç ýòîãî ïîñëåäñòâèÿìè. 
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Глава 5 
 

ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПОНЯТИЯ 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ  

 
 
 
 

 
Ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ââåäåíû 
ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðåäëîæåíû åäèíè-
öû èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ââåäå-
íû ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè/íåóñòîé÷èâîñòè ïðî-
öåññîâ â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ. Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ 
óñòîé÷èâîñòü ðÿäà ìîäåëåé ïðîöåññîâ. 

5.1. ПРОЦЕССЫ, СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ 
ПО ОТНОШЕНИЮ К СРЕДНЕМУ 

Êàê íè ñòðàííî, ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äî 
íåäàâíåãî âðåìåíè íå áûëî ôîðìàëèçîâàíî. Ïðèìåíèòåëüíî ê 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîñòåéøèé âàðèàíò 
ôîðìàëèçàöèè ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì [Ãîðáàíü, 2011 (1)]. 

Îïðåäåëåíèå 1à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2, ,...X X  ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí (ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà) ñ÷èòàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé 
(ñòàòèñòè÷åñêè ñòàáèëüíîé), åñëè ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âû-

áîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðî÷-
íîé äèñïåðñèè 

2

1

1
( )

N N

N

Y n Y
n

D Y m
N 

                         (5.1) 

ôëóêòóàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 

1

1 n

n i
i

Y X
n 

   ( 1,n N )                       (5.2) 

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ãäå 
1

1
N

N

Y n
n

m Y
N 

   – âûáîðî÷íîå ñðåäíåå 

ôëóêòóàöèè ñðåäíåãî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå 
ýòîìó óñëîâèþ, – ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå. 

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà äèñïåðñèè (5.1) – ñìåùåííàÿ. Âìåñòî 
ñìåùåííîé îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñìåùåííóþ îöåíêó 
äèñïåðñèè, îïèñûâàåìóþ âûðàæåíèåì 
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2

1

1
( ) .

1N N

N

Y n Y
n

D Y m
N 

 
                        (5.3) 

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )X t  ñ÷èòàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì 

(ñòàòèñòè÷åñêè ñòàáèëüíûì), åñëè ïðè óñòðåìëåíèè âðåìåíè 

íàáëþäåíèÿ T  ê áåñêîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èíòå-

ãðàëà 

2

0

1
( ( ) )

T

T

yY t m dt
T

  

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ãäå 1 1

0

1
( ) ( )

t

Y t X t dt
t

   – ñðåäíåå ïðîöåññà ( )X t  

íà èíòåðâàëå [0, ]t , 
0

1
( )

T

T

ym Y t dt
T

   – ñðåäíåå ñðåäíåãî íà èíòåð-

âàëå [0, ]T . Ïðîöåññû, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, – 

ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå. 

Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåííî äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó 0,x  

êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü âûðîæäåííîé ñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíîé, ó êîòîðîé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä ôóíê-

öèè åäèíè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êå õ0: 0( ) sign[ ],F x x x   òî ïîíÿòèÿ 

ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðèìåíèìû òàê-

æå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí. 

Óìåíüøåíèå äèñïåðñèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ïðè óâåëè÷å-

íèè îáúåìà äàííûõ ìîæåò áûòü âûçâàíî íå òîëüêî ñòàáèëèçà-

öèåé ñðåäíåãî, íî òàêæå óìåíüøåíèåì äèñïåðñèè èñõîäíîãî 

ïðîöåññà. Äëÿ íèâåëèðîâàíèÿ ýòîãî ýôôåêòà èìååò ñìûñë ïî-

íÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïåðåîïðåäåëèòü ñëåäóþùèì 

îáðàçîì. 

Îïðåäåëåíèå 1á. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2, ,...X X  

ñ÷èòàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè ïðè óñòðåìëåíèè îáúå-

ìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-

òîé÷èâîñòè 



5.1. Процессы, статистически неустойчивые по отношению к 
среднему  

 

 

 77 

M M
N N

N N

Y Y

N

y x

D D

ND D

   
                              (5.4) 

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ãäå  

2
1

1
,

N n

N

y x
n

D D
N 

   

M[ ]  – îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, 2M[( ) ]
n nx n xD X m   – 

äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû nX , à M[ ]
nx nm X  – åå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå, 
Nx

D  – ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí nX ( 1, ) :n N  
1

1
.

N n

N

x x
n

D D
N 

   

Åñëè óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1à èëè îïðåäåëåíèÿ 1á âûïîëíÿþò-

ñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè óñ-

òîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, à ïðè íåâûïîëíåíèè ýòèõ óñ-

ëîâèé – ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó. 

Ïðîöåññ îáû÷íî îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíà÷åíèé 

â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ 

ïðîöåññû, ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòÿìè. 

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííîé äèñïåðñèè ïîíÿ-

òèÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 

1à è 1á ñîâïàäàþò. 

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ ïðîöåññà íà êîíå÷íîì èíòåðâà-

ëå íåâîçìîæíî òî÷íî óñòàíîâèòü ôàêò íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî ìîæíî êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ñòå-

ïåíü ôëóêòóàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî â ôèêñèðîâàííûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè è, àíàëèçèðóÿ äèíàìèêó ïðîèñõîäÿùèõ èçìå-

íåíèé, âûÿâèòü íåêîòîðûå òåíäåíöèè, âåäóùèå ê íàðóøåíèþ 

óñòîé÷èâîñòè. 

Òàêèå òåíäåíöèè õàðàêòåðèçóþò ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè N  è ïàðàìåòð ,N  ñâÿçàííûé ñ ïàðàìåòðîì ,N  
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ñîîòíîøåíèåì 

/(1 )N N N     .                           (5.5) 

Â îòëè÷èå îò ïàðàìåòðà ,N  îãðàíè÷åííîãî ëèøü ñíèçó íóëåâûì 

çíà÷åíèåì, ïàðàìåòð N  îãðàíè÷åí êàê ñíèçó, òàê è ñâåðõó: ìè-

íèìàëüíî âîçìîæíîå åãî çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, à ìàêñèìàëüíî 
âîçìîæíîå – åäèíèöå. 

×åì ìåíüøå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ,N  ,N  òåì áîëåå óñòîé-

÷èâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, áëèçêèå ê 

íóëþ ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè N, ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñî-

êîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áîëüøèå 

æå çíà÷åíèÿ – î åå ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. 

Ðåàëüíûå ïðîöåññû ñîäåðæàò êàê ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ 

(ñòàòèñòè÷åñêè ïðîãíîçèðóåìóþ), òàê è ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé-

÷èâóþ (ñòàòèñòè÷åñêè íåïðîãíîçèðóåìóþ) ñîñòàâëÿþùèå. 

Õîòÿ îáà ïàðàìåòðà ,N  N  – áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, ìåæ-

äó íèìè ñóùåñòâóåò ðàçëè÷èå. Ïàðàìåòð N  õàðàêòåðèçóåò àáñî-

ëþòíûé, à N  – îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü íåóñòîé÷èâîñòè. 

5.2. ЕДИНИЦЫ ИЗМЕРЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
 СТАТИСТИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 

Ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ — ýòî ñðàâíåíèå ñ íåêîòîðîé åäèíèöåé 
èçìåðåíèÿ. 

Äëÿ ïàðàìåòðà ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè N  â êà÷åñòâå 

åäèíèöû èçìåðåíèÿ ìîæåò âûñòóïàòü âåëè÷èíà 0N , ïðåäñòàâëÿþùàÿ 

ñîáîé ïàðàìåòð N , ðàññ÷èòàííûé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîð-

ðåëèðîâàííûõ îòñ÷åòîâ ñ ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé 
nx xD D  è íóëå-

âûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå âû-

áîðêè N . 

Äëÿ ïàðàìåòðà N  â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ìîæåò âû- 

ñòóïàòü âåëè÷èíà 0 0 0/(1 )N N N     . 

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íå èãðàåò 

ñóùåñòâåííîé ðîëè è ïîýòîìó íå îãîâàðèâàåòñÿ. 
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Äëÿ óêàçàííîé ýòàëîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòð 0N  àíà-

ëèòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [Ãîðáàíü, 2011 (3)]: 

0

1 2
,

( 1) 1
N N

N
C

N N N


  

 
                   (5.6) 

ãäå 
1

1
N

N
n

C n


  . 

Ïîëó÷èòü ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ) âåëè÷èíû 

0 N NN Y yD ND   íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî, èñïîëü-

çîâàâ äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæåíèå î ãàóññîâñêîì õàðàêòåðå 
ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü ÑÊÎ â 
ñëåäóþùåì âèäå [Ãîðáàíü, 2011 (3)]: 

0

2

2

2 4( 1) 81 4
2 12,

1N

N N N
N

C N C B
A

N N N NN


           
    (5.7) 

ãäå 
2

1

1
,

N

N
n

A
n

   1
1

N

N n
n

B C n


  . 

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (5.7) ó÷èòûâàëàñü èçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü 
[Òèõîíîâ, Õàðèñîâ, 1991] ìåæäó ÷åòûðåõìåðíûì ìîìåíòîì ãàóñ-

ñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2 3 4, , ,X X X X , èõ êîððåëÿöèîííûìè 

ìîìåíòàìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè 1m , 2m , 3m , 4 :m  

1 2 3 4 1 2 3 4M[ ] M[ ]M[ ]X X X X X X X X   

1 3 2 4 1 4 2 3 1 2 3 4M[ ]M[ ] M[ ]M[ ] 2 .X X X X X X X X m m m m    

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (5.6), (5.7) çàâèñèìîñòåé 

ïàðàìåòðà ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 0N  è ãðàíèö êîðèäî-

ðà 
00 0=
NN N k

      îò îáúåìà âûáîðêè N, ãäå k  – êîíñòàíòà, 

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.1, à (ñîîòâåòñòâåííî ñïëîøíàÿ è ïóíêòèð-

íûå òîíêèå ëèíèè 1, 1 , 1  ). Òàì æå ïðåäñòàâëåíû óñðåäíåííûå 

ïî ñòà ðåàëèçàöèÿì ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî èìèòàöèîííîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçàííûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ãàóññîâñêîìó (êðèâûå 

2, 2 , 2  ) è ðàâíîìåðíîìó (êðèâûå 3, 3 , 3  ) çàêîíàì ðàñïðå-

äåëåíèÿ. 
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Ðèñ. 5.1. Çàâèñèìîñòè 0N , 0N
  (à) è 0N , 0N

  (á) îò îáúåìà âûáîðêè 

N ( 1k  ) 

Íà ðèñ. 5.1, á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ è 

êîìïüþòåðíîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà 

ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 0N  è ãðàíèö êîðèäîðà 0N
   

0 0(1 )N N
     . 

Èç ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 0N  è 0N  

îò îáúåìà âûáîðêè N, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ 

âûðàæåíèé (5.6), (5.7), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè 

ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ðàñ÷åòîâ. 

Äëÿ 2N   èìååì 0 0,25,N   à 0 0,447.N   Ïðè óâåëè÷åíèè 

îáúåìà âûáîðêè N  çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí óìåíüøàþòñÿ. 

Êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêîâ, ãðàíèöû êîðèäîðîâ 0N
  è 0N

 , ñî-

îòâåòñòâóþùèå ãàóññîâñêîìó è ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, 
ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëàáîé 

çàâèñèìîñòè ðàçáðîñà çíà÷åíèé 0N  è 0 0 0(1 )N N N       îò 

çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Àáñîëþòíûé óðîâåíü ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â åäèíè-

öàõ èçìåðåíèÿ 0N  õàðàêòåðèçóåò ïàðàìåòð 

0 .N N Nh                                   (5.8) 

Íàðÿäó ñ N  îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü íåóñòîé÷èâîñòè ïðåä-

ñòàâëÿåò ïàðàìåòð 
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0 1
.N N N

N

NN

h
l

h

   
 


                        (5.9) 

Îí ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè N  è 0N  ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: 

0
0 2

(1 ) N
N N

N

l


   


. 

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà Nh  ñîñòàâëÿåò [0, ) , à ïàðàìåò-

ðà Nl  – ( ,1] . 

Çàâèñèìîñòè ãðàíèö êîðèäîðîâ 0 0 0N N Nh     è 0 0N Nl      

0 0/N N
     îò îáúåìà âûáîðêè N ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.2 (ïóíê-

òèðíûå êðèâûå). Ñïëîøíûìè ïðÿìûìè íà ðèñ. 5.2, à, á èçî- 
áðàæåíû ýòàëîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. 

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè êî-

ðèäîðû, îïèñûâàåìûå ãðàíèöàìè 0Nh  è 0Nl  , ñóæàþòñÿ. 

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ âìåñòî ïàðàìåòðîâ N , N , Nh  è 

Nl  ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ îöåíêè *
N , *

N , *
Nh  è *

Nl . 

Îöåíêà *
N  ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé 

èëè êàê * N

N

Y

N

X

D

D
  , ãäå *

1

1
N n

N

X X
n

D D
N 

   – ñðåäíåå îöåíîê äèñ-

ïåðñèé *

nXD , ñôîðìèðîâàííûõ ïî îòäåëüíûì ôðàãìåíòàì ðåàëè- 
 

Ðèñ. 5.2. Çàâèñèìîñòè ãðàíèö êîðèäîðîâ 0Nh  (à) è 0Nl   (á) îò îáúåìà âûáîðêè N  
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çàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nX  ( 1, )n N . Îöåíêè *
N , *

Nh  è *
Nl  

ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ïðè íàëè÷èè îöåíêè *
N  ïî ôîðìóëàì 

* * *(1 )N N N     , * *
0N N Nh    , * * *

0( )N N N Nl      . 

Â îòëè÷èå îò âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-

òîé÷èâîñòè *
N , *

N , *
Nh  è *

Nl  – ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðè-

çóþùèå ðåàëüíûå ïðîöåññû. 
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà øèðîêî 

èñïîëüçóåìûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí åäèíèöû 

èçìåðåíèÿ 0N , 0N , 0Nh  è 0Nl  íå òðåáóþò ôèçè÷åñêèõ ýòàëîíîâ, 

ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëÿå-
ìûìè îáúåìîì âûáîðêè N. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè N, â 
ïðèíöèïå, îíè ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû àáñîëþòíî òî÷íî. 

Â ôèçèêå íåáîëüøîå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò òèïà ñêîðî-
ñòè ñâåòà, ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé è äð. [Ôóíäàìåíòàëüíûå 
ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû, http] çàäàþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñ íóëå-

âîé ïîãðåøíîñòüþ. Âåëè÷èíû 0N , 0N , 0Nh  è 0Nl  òàêæå èìåþò 

íóëåâóþ ïîãðåøíîñòü, îäíàêî ñâÿçàíî ýòî íå ñ òåì, ÷òî èõ ïîëà-
ãàþò òàêîâûìè ïî îïðåäåëåíèþ, à ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè. 

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòàíò â êà-
÷åñòâå åäèíèö èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îáóñëîâëåíà îò-

ñóòñòâèåì ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðîâ N , N , Nh  è Nl . 

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïàðàìåòðû õàðàêòåðèçóþò íà-
ðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà êîíêðåòíîì èíòåðâàëå 
íàáëþäåíèÿ. Äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ îäíîãî è òîãî 
æå ïðîöåññà çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ðàçíûìè. 
Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âçÿòèÿ îòñ÷åòîâ. 
Ïðè èçìåíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ. 

Ôàêò íàðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ìîæåò óñòàíàâëè-

âàòüñÿ ïî òåíäåíöèè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ N , N , Nh  è Nl  

(èëè *
N , *

N , *
Nh  è *

Nl ). Åñëè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N  íà-

áëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ èëè ñòàáèëèçàöèÿ çíà÷å-
íèÿ íà äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå, òî ïðîöåññ ìîæíî ñ÷èòàòü 
íåóñòîé÷èâûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå – óñòîé÷èâûì. 
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5.3. ПРОЦЕССЫ, СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ 
В УЗКОМ СМЫСЛЕ 

Ðàññìîòðåííûå êðèòåðèè è ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè ïðîöåññà îòñëåæèâàþò äèíàìèêó èçìåíåíèÿ âûáî-
ðî÷íîãî ñðåäíåãî. Îäíàêî ïðè ýòîì îñòàþòñÿ áåç âíèìàíèÿ 
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è äðóãèå âûáîðî÷íûå ìîìåíòû. 

Çàìåòèì, ÷òî ñòðåìëåíèå ê íóëþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè ñðåäíåãî ïðîöåññà (èëè êàêîãî-ëèáî ñâÿ-
çàííîãî ñ íèì ïàðàìåòðà) íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü âûáîðî÷-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê êàêîé-ëèáî ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèÿ 1à è 1á íåëüçÿ ïðèçíàòü áåçóêîðèç-
íåííûìè. 

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå âûøå, ìîæíî ïðåäëîæèòü íåñêîëüêî 
àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêè 
óñòîé÷èâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïðîöåññà). 

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2, ,...X X  

(ñ ðàçëè÷íûìè â îáùåì ñëó÷àå çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïóñòü 

( )N x  – êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè   1 2, , ,N NX X X X    

îáúåìà N, ìåíüøèõ x, à * ( )
( )N

N x
F x

N
  – ýìïèðè÷åñêàÿ (âûáî-

ðî÷íàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íåóáû-
âàþùóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ. 

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷ëåíîâ N  ýìïèðè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )NF x  ìîæåò ñõîäèòüñÿ, à ìîæåò 

è íå ñõîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîé ôóíêöèè. 
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

1 2, ,...X X  íàçîâåì ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé â óçêîì ñìûñëå ïî÷-

òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà), åñëè ñóùåñòâóåò ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà X, îïèñûâàåìàÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ê 
êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) 

2 

ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )NF x  ïðè íåîãðàíè÷åí-

íîì óâåëè÷åíèè :N  *lim ( ) ( )N
N

F x F x


 , ò. å. 

 *lim sup ( ) ( ) 0 1N
N x

P F x F x
  

   .              (5.10) 

                                          
2 Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè-

âåäåíî â ïàðàãðàôå 18.1. 
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Ðèñ. 5.3. Ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (ïðîöåññû) â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ 

 
Åñëè òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  íå ñóùåñòâóåò, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé â óçêîì 
ñìûñëå. 

Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà áîëåå ñèëü-

íàÿ, ÷åì ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, òî â ñëó÷àå, êîãäà * ( )NF x  

ñõîäèòñÿ ê ( )F x  ïî÷òè íàâåðíîå, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü * ( )NF x  

ê ( )F x  è ïî âåðîÿòíîñòè (ðèñ. 5.3). 

5.4. ПРОЦЕССЫ, СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫЕ  
В ШИРОКОМ СМЫСЛЕ 

Îïðåäåëåíèå 2 ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ïðîâåäåíèè òåîðå-

òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, îäíàêî îíî ìàëî ïðèãîäíî äëÿ îöåíêè 

íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, 

ïîñêîëüêó îöåíêà ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàêòè÷åñêè íåïðåîäîëèìóþ ïðîáëåìó. 

Çàäà÷ó ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ 

îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé 

äâóõ ïåðâûõ âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ: ñðåäíåãî è äèñïåðñèè (èëè 

ÑÊÎ). 

Îïðåäåëåíèå 3à. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2, ,...X X  ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí íàçîâåì ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè 

ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè 
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1) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè (5.1) 
ôëóêòóàöèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî (5.2) è 

2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè 

2

2

1
( )

2N N

N

Z n Z
n

D Z m
N 

 
                    (5.11) 

âûáîðî÷íîãî ÑÊÎ 

2

1

1
( )

1

n

n i n
i

Z X Y
n 

 
   ( 2, )n N              (5.12) 

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ãäå 
2

1

1N

N

Z n
n

m Z
N 


   – ñðåäíåå ôëóêòóàöèè 

âûáîðî÷íîãî ÑÊÎ. 
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, 

áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè â øèðîêîì ñìûñëå. 
Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïðîöåññ â øèðî-

êîì ñìûñëå – ïðîöåññ, ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïî îòíîøå-
íèþ ê ñðåäíåìó è ê ÑÊÎ. 

Ñëîâîñî÷åòàíèÿ «â óçêîì ñìûñëå» è «øèðîêîì ñìûñëå» èñ-
ïîëüçóþòñÿ çäåñü è äàëåå ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê îíè ïðèìåíÿ-
þòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ïîíÿòèþ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà [Ãîð-
áàíü, 2003]. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè (êàê â øèðîêîì, òàê è â óçêîì ñìûñëå) ðàñïîëàãàþòñÿ âíóò-
ðè îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à îá-
ëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè îõâàòûâàþò íå òîëüêî ÷àñòè îáëàñòè, â 
êîòîðîé ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íî è îáëàñòü, â 
êîòîðîé îíà íå ñóùåñòâóåò (ñì. ðèñ. 5.3). 

Íå âñÿêèé ïðîöåññ, óñòîé÷èâûé â óçêîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ óñ-
òîé÷èâûì â øèðîêîì ñìûñëå, è, íàîáîðîò, íå âñÿêèé ïðîöåññ, 
óñòîé÷èâûé â øèðîêîì ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â óçêîì 
ñìûñëå. 

Îïðåäåëåíèå 3à ñòðàäàåò òåì æå íåäîñòàòêîì, ÷òî è îïðåäå-
ëåíèå 1à. Äëÿ íèâåëèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè èñ-
ñëåäóåìîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðåäëî-
æèòü ñëåäóþùèé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè â øèðîêîì ñìûñëå. 

Îïðåäåëåíèå 3á. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2, ,...X X  

íàçîâåì ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè ïðè 

óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê 
íóëþ 
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1) ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê 
ñðåäíåìó (5.4) è 

2) ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê 
ÑÊÎ: 

M M
N N

N N

Z Z

N

y x

D D

ND D

   
      .                    (5.13) 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, áóäåì 
íàçûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè â øèðîêîì ñìûñëå 
(ñì. ðèñ. 5.3). 

Íàðÿäó ñ ïàðàìåòðîì N  ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðû 

(1 )N N N     , 0N N NH     è 0( )N N N NL      , àíàëî-

ãè÷íûå ïàðàìåòðàì N , Nh  è Nl . 

Ïàðàìåòðû ,N  ,N  NH  è NL  – áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. 

Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà N  – [0, ) , ïàðàìåòðà N  – 

[0, 1] , ïàðàìåòðà NH  – [0, ) , à ïàðàìåòðà NL  – ( ,1] . 

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäå-

íèÿ âìåñòî ïàðàìåòðîâ ,N  ,N  NH  è NL  ìîæíî èñïîëüçîâàòü 

èõ îöåíêè: * N

N

Z

N

X

D

D
  , * * *(1 )N N N     , * *

0N N NH     è 

* * *
0( )N N N NL      . 

Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ,N  ,N  ,Nh  Nl  

è ,N  ,N  ,NH  NL  ïîçâîëÿþò îöåíèòü èíòåðâàë ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè s  èññëåäóåìîãî ïðîöåññà – èíòåðâàë, íà êî-

òîðîì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðåíåáðåæèìî 
ìàëû. 

Êðèòåðèåì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò 
ñëóæèòü âûõîä çà óñòàíîâëåííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó êîðèäîðà 

( 0N
 , 0N

 , 0Nh  èëè 0Nl  ) ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ïàðàìåòðà ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó ( *
N , 

*
N , *

Nh  èëè *
Nl ), ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ïàðàìåòðà ñòàòèñòè-

÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ ( *
N , *

N , *
NH  

èëè *
NL ) èëè îáåèõ ýòèõ îöåíîê. 
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5.5. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ 
îöåíêè ñòåïåíè íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðî-
öåññîâ èëëþñòðèðóþò ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 5.4 çàâèñèìîñòè ïà-
ðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 

*
N  è *

N  îò îáúåìà âûáîðêè (âðåìåíè íàáëþäåíèÿ), ðàññ÷èòàí-

íûå äëÿ âîñüìè ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ â ãëàâàõ 1 è 4. Ëèíèÿ-
ìè 1–8 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìîäå-
ëåé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1.1 (ìîäåëè 1, 2), 4.1 (ìîäåëè 3, 4), 4.2 
(ìîäåëè 5, 6) è 4.3 (ìîäåëè 7, 8). 

Ïðè ðàñ÷åòàõ âõîäÿùèå â ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè äèñïåðñèè çàìåíÿëèñü îöåíêàìè, ôîðìèðóåìûìè ïî 
âûáîðêå. 

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ìîäåëåé 1–3 è 7, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðîöåññàì (áåëûé øóì, 
ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïåðèîäè÷åñêèì 
èçìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ 
ïåðèîäè÷åñêèì ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ), ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t  çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîíîòîííî óìåíüøà-
þòñÿ. 

Äëÿ ìîäåëåé æå 4–6 è 8, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêè íå-
óñòîé÷èâûì ïðîöåññàì, (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì, èçìåíÿþùèìñÿ ñ ìàëîé ÷àñòîòîé, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ  

 

Ðèñ. 5.4. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè âûáîðî÷-

íîãî ñðåäíåãî *
N  (à) è *

N  (á) îò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ 
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ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ñîäåðæàùèì ðÿä ñèëüíî îòñòîÿùèõ 
äðóã îò äðóãà ïî ÷àñòîòå ãàðìîíèê, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ àïåðèî-
äè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè  ïðîÿâëÿþò òåíäåíöèþ 
ê âîçðàñòàíèþ. 

Â îáëàñòè áîëüøèõ âðåìåí íàáëþäåíèÿ äëÿ ìîäåëåé ñòàòè-

ñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûõ ïðîöåññîâ ïàðàìåòðû *
N  è *

N  ïðèíè-

ìàþò çíà÷åíèÿ, áîëüøèå, ÷åì äëÿ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïîäòâåðæäàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ 
ýòèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ôàêòà íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

 Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû îòìåòèì, ÷òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñ-

òè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè  , , ,N N N Nh l     è Ã , M , , ,N N N NH L     ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå áåç óñðåäíåíèÿ ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé, ìîãóò 
áûòü èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî â ñëó÷àå ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé è ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íî è â ñëó÷àå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé è ïðîöåññîâ, íå èìåþùèõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. 
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Глава 6 
 

ЗАВИСИМОСТЬ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ ПРОЦЕССА ОТ ОСОБЕННОСТЕЙ 

ЕГО ВРЕМЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  

 
 
 
 
 
Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà 
îò îñîáåííîñòåé åãî âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê, â ÷àñòíîñòè îò  
ïàðàìåòðîâ ôëóêòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèè 
îòñ÷åòîâ. 

6.1. ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ 
НА СТАТИСТИЧЕСКУЮ УСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССА 

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )X t  ñ íå-

êîððåëèðîâàííûìè ñå÷åíèÿìè è ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé xD . 

Ïðåäñòàâèì åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòñ÷åòîâ 1 2, ,X X   â ôèê-

ñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè 1 2, ,t t  . Âûäåëèì â ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äâå ñîñòàâëÿþùèå: äåòåðìèíèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 
1 2
, ,x xm m   è ñëó÷àéíóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ îòñ÷åòîâ 1 2, ,X X
 

 . 

Ïðåäñòàâèì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå n  ïåðâûõ îòñ÷åòîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè 1 2, ,X X   âûðàæåíèåì 

,
nn y nY m Y 


                             (6.1) 

ãäå 
1

1
n i

n

y x
i

m m
n 

   – ñðåäíåå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 2, , , nX X X , à 
1

1 n

n i
i

Y X
n 

 
 

 – ñðåäíåå öåí-

òðèðîâàííûõ îòñ÷åòîâ 1 2, , , .nX X X
  

  

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (6.1) ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-

òîé÷èâîñòè N , N , Nh  è Nl , îïèñûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî âû-

ðàæåíèÿìè (5.4), (5.5), (5.8), (5.9), ìîæíî çàïèñàòü êàê 
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0N N Nq    ,                             (6.2) 

0

0(1 )

N N
N

N N

q

q

 
 

  
,                        (6.3) 

0

1N
N

N

q
h  


,                             (6.4) 

0

N
N

N N

q
l

q


 
,                            (6.5) 

ãäå 
yN

N m xq D D  – íîðìèðîâàííàÿ äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèè 

ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, 
yN

mD  – äèñïåðñèÿ ôëóêòóà-

öèè ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: 2

1

1
( )

y n yN N

N

m y m
n

D m m
N 

  , 

1

1
y nN

N

m y
n

m m
N 

   – ñðåäíåå ôëóêòóàöèè ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé. 
Èç âûðàæåíèé (6.2)–(6.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðà-

ìåòðà Nq  (èëè äèñïåðñèè ôëóêòóàöèè ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé 
ny

m ) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-

âîñòè N , N , Nh  è Nl  âîçðàñòàþò. Ïðè çíà÷èòåëüíûõ ôëóêòóà-

öèÿõ âîçìîæíî íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè N  è 

Nl  îò ïàðàìåòðà Nq  ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.1. Êðèâûå 1–3 ñîîòâåòñò-

âóþò ïàðàìåòðó N , à 1 –3  – ïàðàìåòðó Nl . Êðèâûå 1, 1  ïîëó-

÷åíû äëÿ 16,N   2, 2   – äëÿ 256N  , à 3, 3   – äëÿ 4096N  . 

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè 1Nq   áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê 

èçìåíåíèþ óðîâíÿ Nq  îêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòð Nl , à ïðè 1Nq   – 

ïàðàìåòð N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ íàðóøåíèÿõ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ïàðà-

ìåòð ,Nl  à ïðè áîëüøèõ – ïàðàìåòð .N  

Ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè N  çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà N  

óìåíüøàþòñÿ, à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,Nl  íàîáîðîò, âîçðàñòàþò. 



6.2. Влияние корреляции отсчетов на статистическую устойчи-
вость процесса 
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Ðèñ. 6.1. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè N  è Nl  

îò ïàðàìåòðà Nq  

 
Ïðè ìàëûõ íàðóøåíèÿõ ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ( 0N Nq  ) 

ïàðàìåòð ,Nl  êàê ñëåäóåò èç 

âûðàæåíèÿ (6.5), ïðàêòè÷åñêè 

ëèíåéíî çàâèñèò îò .Nq  

Íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè âûçûâàþò íå 

òîëüêî ôëóêòóàöèè (âàðèàöèè) ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé, íî è äðóãèå îòêëîíåíèÿ îò ýòàëîííûõ óñëîâèé, â ÷àñòíîñòè 

íàëè÷èå êîððåëÿöèè ìåæäó ýëåìåíòàìè âûáîðêè. 

6.2. ВЛИЯНИЕ КОРРЕЛЯЦИИ ОТСЧЕТОВ 
НА СТАТИСТИЧЕСКУЮ УСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССА 

Íà ðèñ. 6.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåð-

æäàþùèå ôàêò èçìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 

íàëè÷èè êîððåëÿöèè ìåæäó ýëåìåíòàìè âûáîðêè. Êðèâûå 1  

ïîëó÷åíû äëÿ ýòàëîííûõ óñëîâèé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîð-

ðåëèðîâàííûõ ãàóññîâñêèõ îòñ÷åòîâ ñ ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé è 

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì), êðèâûå 2  – äëÿ óñëîâèé ñ  
 

Ðèñ. 6.2. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ N  (à) è N  (á) îò îáúåìà âûáîðêè N  

ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ êîððåëÿöèè ìåæäó åå ýëåìåíòàìè 
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ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèåé, à êðèâûå 3  – äëÿ óñëîâèé ñ îòðè-
öàòåëüíîé êîððåëÿöèåé. 

Ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîäåëèðîâàëàñü 
ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, â êîòîðîé ýëåìåíòû ñ ÷åòíû-
ìè íîìåðàìè ïîâòîðÿëè ýëåìåíòû ñ ïðåäûäóùèìè íå÷åòíûìè 
íîìåðàìè, à îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ – ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, 
â êîòîðîé ýëåìåíòû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ïîâòîðÿëè ýëåìåíòû ñ 
ïðåäûäóùèìè íå÷åòíûìè íîìåðàìè, âçÿòûìè ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì. 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 6.2, íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèè 
îòñ÷åòîâ âåäåò ê óìåíüøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, à 
îòðèöàòåëüíîé êîððåëÿöèè – ê åå óâåëè÷åíèþ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
ïðîöåññ ñòðåìèòñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ. 
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Глава 7 
 

ЗАВИСИМОСТЬ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
 УСТОЙЧИВОСТИ НЕПРЕРЫВНОГО ПРОЦЕССА 

ОТ ЕГО СПЕКТРА  

 
 
 
 
 
Ðàññìîòðåíî ïðåîáðàçîâàíèå Âèíåðà–Õèí÷èíà. Îáðàùåíî âíèìàíèå, 
÷òî ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, êîòîðûå íå èìåþò îäíîâðå-
ìåííî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, õàðàêòåðíîé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî 
ïðîöåññà, è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü 
ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà è 
åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ ñî ñòåïåííîé ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. 

7.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВИНЕРА—ХИНЧИНА 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )TX t , îïðåäåëåííûé íà èí-

òåðâàëå [ / 2, / 2]t T T  . Ïîñêîëüêó äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷è-

íó ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû, òî êàê è ðàíåå, äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîöåññ áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. 

Ïðîöåññ ( )TX t  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå 

êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ( )
TXA f . Ïðîöåññ ( )TX t  è åãî êîìïëåêñíûé 

ñïåêòð ( )
TXA f  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: 

( ) ( )exp( 2 ) ,
TT XX t A f j ft df





    

/ 2

/ 2

( ) ( )exp( 2 ) .
T

T

X T

T

A f X t j ft dt


                   (7.1) 

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ åãî ñïåêòð ìîù-

íîñòè ( )
TXS f , ñâÿçàííûé ñ êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ( )

TXA f  ñëå-

äóþùåé çàâèñèìîñòüþ: 
21

( ) ( )
T TX XS f A f

T
  .                      (7.2) 
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Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîìïëåêñíûé ñïåêòð îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåò ïðîöåññ, îäíàêî ñïåêòð ìîùíîñòè îïðåäåëÿåò åãî íåîä-
íîçíà÷íî. Îäíîé è òîé æå çàâèñèìîñòè ñïåêòðà ìîùíîñòè îò 
÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ ñ ðàçëè÷íûìè ìãíî-
âåííûìè ñïåêòðàìè. 

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðîöåññ ( )TX t  – ñëó÷àéíûé, òî ïðè 

ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå f  âåëè÷èíû ( )
TXA f  è ( )

TXS f  – ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû. 

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè (ÑÏÌ) ïðîöåññà ( )TX t  íà 

êîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ T  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñðåä-

íåííûé ïî àíñàìáëþ ñïåêòð ìîùíîñòè ( )
TXS f : 

21
( ) M ( ) M ( )

T T Tx X XS f S f A f
T

        
 . 

Ïðè T    ÑÏÌ ( )
Tx

S f  ïåðåõîäèò â ÑÏÌ ( ) lim ( )
Tx x

T
S f S f


  

ïðîöåññà ( ),X t  îïðåäåëåííîãî íà áåñêîíå÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå 

íàáëþäåíèÿ. 
Îòìåòèì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ ñòàöèî-

íàðíûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. 
Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 1 2( , )

Tx
K t t  ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 

( )TX t  ñâÿçàíà ñ åãî êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ( )
TXA f  ñëåäóþùåé 

çàâèñèìîñòüþ: 

 1 2 1 2( , ) M ( ) ( )
Tx T TK t t X t X t   

2 1 2 2 1 1 1 2M ( ) ( ) exp( 2 ( )) .TT
XXA f A f j f t f t df df

  

 

         

Åñëè ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà íåêîððåëèðîâàí-

íûå, òî ïðè T    êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä 

2

1 2

1
( , ) ( ) lim M ( ) exp( 2 )

Tx x X
T

K t t K A f j f df
T






           

lim ( )exp( 2 ) ( )exp( 2 ) ,
Tx x

T
S f j f df S f j f df

 


 

               (7.3) 

õàðàêòåðíûé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà, ãäå 2 1t t   . 
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Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ ïðîöåññ, ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå, ó êîòîðîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííî ( ( ) constx xm t m  ), à êîððåëÿ-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåí-

òà t : 1 2( , ) ( )x xK t t K  . 

Èç âûðàæåíèÿ (7.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ ñ ïîñòîÿííûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñòàöèîíàðåí, åñëè åãî ñïåêòðàëüíûå ñî-
ñòàâëÿþùèå íåêîððåëèðîâàííûå. 

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé, åãî ÑÏÌ è êîððåëÿ-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èçâåñòíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì Âèíåðà–Õèí÷èíà: 

( ) ( )exp( 2 )x xS f K j f d




      ,                   (7.4) 

( ) ( )exp( 2 )x xK S f j f df




    .                   (7.5) 

Îòìåòèì îäíó òîíêîñòü, íà êîòîðóþ îáû÷íî íå îáðàùàþò 
âíèìàíèÿ: äàëåêî íå âñå ïðîöåññû èìåþò îäíîâðåìåííî êîððåëÿöè-
îííóþ ôóíêöèþ ( )xK   è ÑÏÌ ( )xS f . 

Ñóùåñòâóþò ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå îïðåäåëåííûìè ÑÏÌ, íî 
íå èìåþùèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé âèäà ( )xK  . È, íàîáîðîò, 

ñóùåñòâóþò ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè 
âèäà ( )xK  , íî íå èìåþùèå ÑÏÌ. 

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
î÷åâèäíîé, à âòîðàÿ – íåñêîëüêî ñòðàííîé. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîöåññ 

( ),X t  ó êîòîðîãî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíî-

ñòüþ àðãóìåíòîâ  , – íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Íî ÷òî çíà÷èò, 
÷òî ïðîöåññ íå èìååò ÑÏÌ? Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû. 

7.2. ПРИМЕРЫ ПРОЦЕССОВ, НЕ ИМЕЮЩИХ 
 ОДНОВРЕМЕННО КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ И СПМ 

Ïóñòü ( )X t


 – ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì 

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñòåïåííîé êîâàðèàöèîííîé ôóíê-

öèåé 0( ) ( )
x x

R K C
      , ãäå 0C ,   – êîíñòàíòû. 

Ïîñêîëüêó êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 
äèñïåðñèè ( ( ) (0)x xR R  ), íà ïàðàìåòð   íåîáõîäèìî íàëîæèòü 

îãðàíè÷åíèå 0  . 
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Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ÑÏÌ ïðî-
öåññà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

0

0

( ) 2 cos(2 )
x

S f C f d


     .                    (7.6) 

Èíòåãðàë (7.6) ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå  0 1     . Òîãäà 

0 1

( 1) ( 1)
( ) 2 cos ,

2(2 )x

S f C
f 

     



  

ãäå ( )x  – ãàììà-ôóíêöèÿ. 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè     ÑÏÌ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðî-
öåññà îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé. Ïàðàìåòð ôîðìû åãî 
ñïåêòðà 1    . Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà  , ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ    , îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì  0 1     . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 1    ( 0 1   ) ïðîöåññ ( )X t


 ñòà-

öèîíàðíûé. Ïðè ýòîì îí èìååò îäíîâðåìåííî è êîððåëÿöèîííóþ 
ôóíêöèþ, è ÑÏÌ. 

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ  , ïðè êîòîðûõ èíòåãðàë (7.6) ðàñõî-
äèòñÿ. 

Ïðè îäíèõ çíà÷åíèÿõ     îí ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íî áîëü-

øèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî çíàêà (â ÷àñòíîñòè ïðè 1, 2,   ). 

Ïðè äðóãèõ æå     îí ðàñõîäèòñÿ, íå ïðèíèìàÿ êàêîãî-ëèáî 
êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ. 

Âòîðîé òèï ðàñõîäèìîñòè èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè 0  . 

Òîãäà äëÿ âñåõ 0f   ôóíêöèÿ 

0
0

0

lim 2 cos(2 ) lim sin(2 )
T

T T

C
C f d fT

f 
    

  

ôëóêòóèðóåò âîêðóã íóëÿ â äèàïàçîíå 0C f  . 

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà    , ïðîöåññ íå èìååò 
ÑÏÌ. Ïðîÿâëÿåòñÿ ýòî â ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (7.6). 

Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå, äàæå ñòàöèîíàðíûå, ïðîöåññû, îïèñû-
âàåìûå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé âèäà ( )xK  , èìåþò ÑÏÌ. Â ÷à-

ñòíîñòè ïðîöåññ ñî ñòåïåííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé íå 
èìååò ÑÏÌ, åñëè îïðåäåëÿþùèé åãî ïàðàìåòð 1  . 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ñòåïåííîé 

ÑÏÌ ( ) 1
x

S f f 
   ñ ïîêàçàòåëåì ôîðìû     íå èìååò õàðàê- 
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òåðíîé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

âèäà ( )xK  . Òîãäà èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ 

(7.5), ðàñõîäèòñÿ. 

7.3. ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВИНЕРА—ХИНЧИНА 

Ïðåîáðàçîâàíèå Âèíåðà–Õèí÷èíà, ñâÿçûâàþùåå êîððåëÿöè-

îííóþ ôóíêöèþ ( )xK   ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( )X t  ñ 

åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè ( )xS f , ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 
[Õàðêåâè÷, 1973]. 

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( ),X t  îïðå-

äåëåííûé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ýòî-
ãî ïðîöåññà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 ( , ) M ( ) ( )xK t X t X t    .                     (7.7) 

Ñðåäíÿÿ ïî àðãóìåíòó t  êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ( )xK   

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
/ 2

/ 2

1
( ) lim ( , ) .

T

x x
T

T

K K t dt
T



                      (7.8) 

Ñïåêòð ñðåäíåé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ( )xK   îïèñûâàåò-

ñÿ âûðàæåíèåì 

( ) ( )exp( 2 )x xS f K j f d




      .               (7.9) 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (7.7), (7.8) â ôîðìóëó (7.9), ïîëó÷àåì 

 
/ 2

/ 2

1
( ) lim M ( ) ( ) exp( 2 )

T

x
T

T

S f X t X t j f dtd
T




 

          

 
/ 2 / 2

1 1 1

/ 2 / 2

1
lim M ( ) ( ) exp[ 2 ( )]

T T

T
T T

X t X t j f t t dtdt
T

 

       

*1
lim M ( ) ( ) lim M ( ) ( ),TT T

XX X x
T T

A f A f S f S f
T 

        
    (7.10) 

ãäå êîìïëåêñíûé ñïåêòð ( )
TXA f  è ñïåêòð ìîùíîñòè ( )

TXS f  

îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (7.1) è (7.2). 
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Èç âûðàæåíèÿ (7.10) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð ñðåäíåé êîððåëÿöè-

îííîé ôóíêöèè ( )xS f  ìîæíî òðàêòîâàòü êàê 

 óñðåäíåííûé ïî àíñàìáëþ íîðìèðîâàííûé êâàäðàò ìîäóëÿ 

ìãíîâåííîãî ñïåêòðà ( )
TXA f  íà áåñêîíå÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå Ò, 

 óñðåäíåííûé ïî àíñàìáëþ ñïåêòð ìîùíîñòè ( )
TXS f  íà 

áåñêîíå÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå Ò, 

 ÑÏÌ ( )xS f  ïðîöåññà ( ).X t  

Ñðåäíþþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà ìîæíî íàéòè 

ïî åãî ÑÏÌ ( )xS f  ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( ) ( )exp( 2 ) .x xK S f j f df




                    (7.11) 

Âûðàæåíèÿ (7.9) è (7.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Âèíåðà–Õèí÷èíà, ñïðàâåäëèâîå êàê äëÿ ñòàöèîíàð-
íûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íå îáÿçàòåëüíî íåñòàöèîíàðíûé ïðî-

öåññ èìååò îäíîâðåìåííî ñðåäíþþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ( )xK   

è ÑÏÌ ( )xS f . 

Ñóùåñòâóþò íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå îïðåäå-
ëåííûìè ÑÏÌ, íî íå èìåþùèå ñðåäíèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. È, 
íàîáîðîò, ñóùåñòâóþò íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå 
îïðåäåëåííûìè ñðåäíèìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè, íî íå èìåþ-
ùèå ÑÏÌ. 

Ñèòóàöèÿ ñ íåñòàöèîíàðíûìè ïðîöåññàìè íàïîìèíàåò ñè-
òóàöèþ, ðàññìîòðåííóþ â ïàðàãðàôàõ 7.1 è 7.2 äëÿ ñòàöèîíàðíî-
ãî ïðîöåññà, â êîòîðûõ øëà ðå÷ü î âîçìîæíîì îòñóòñòâèè èëè 

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ( ),xK   èëè ÑÏÌ ( ).xS f  Â äàííîì 

ñëó÷àå îòìå÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü îòñóòñòâèÿ èëè ñðåäíåé êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèè ( )xK  , èëè ÑÏÌ ( ).xS f  

Â ïðèíöèïå, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðîöåññû, ó êîòîðûõ îòñóò-
ñòâóþò îáå õàðàêòåðèñòèêè: è ñðåäíåå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

( ),xK   è ÑÏÌ ( ).xS f  

Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå òîé èëè èíîé õàðàêòåðèñòèêè âûçû-
âàåòñÿ íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè. 
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7.4. СВЯЗЬ МЕЖДУ СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТЬЮ 
НЕПРЕРЫВНОГО ПРОЦЕССА И ЕГО СПМ 

Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )TX t  íà èíòåðâàëå âðåìåíè 

[0, ]T  â âèäå ñóììû öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà ( )TX t


 è ñðåäíåãî 

TXm  ïî âðåìåíè: 

( ) ( ) ,
TT T XX t X t m 


                       (7.12) 

ãäå 
0

1
( ) .

T

T

X Tm X t dt
T

   

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ ( )TX t  ìîæåò áûòü íåñòàöèîíàðíûì. 

Ïðîöåññ ( )TX t


 ñâÿçàí ñî ñâîèì êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì ( )
TX

A f
  

ïàðîé ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå: 

( ) ( )exp( 2 ) ,
T

T
X

X t A f j ft df




  

                  (7.13) 

0

( ) ( ) exp( 2 ) .
T

T

T
X

A f X t j ft dt  

                 (7.14) 

Ñðåäíåå ïðîöåññà ( )TX t  

1 1

0

1
( ) ( ) ( ) ,

T

t

T T T YY t X t dt Y t m
t

  


             (7.15) 

ãäå 

1 1

0

1
( ) ( )

t

T TY t X t dt
t

 
 

                       (7.16) 

– ñðåäíåå öåíòðèðîâàííîãî ïðîöåññà, .
T TY Xm m  

Ñðåäíåå ( )TY t


 ñâÿçàíî ñî ñâîèì êîìïëåêñíûì ñïåêòðîì 

( )
TY

A f
  ïàðîé ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå: 

( ) ( )exp( 2 ) ,
T

T
Y

Y t A f j ft df




  

                  (7.17) 

0

( ) ( )exp( 2 ) .
T

T

T
Y

A f Y t j ft dt  

                  (7.18) 



Глава 7. Зависимость статистической устойчивости непрерывного 
процесса … 

 

 

 100 

Äëÿ íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà ( )TX t  ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè ,T  àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòðó ñòàòèñòè÷åñêîé íå-

óñòîé÷èâîñòè N  äëÿ äèñêðåòíîãî ïðîöåññà (ñì. ôîðìóëó (5.4)), 

îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì 

M / ,
T TT Y xD D      

ãäå 2

0

1
( )

T

T

Y TD Y t dt
T

 


 – îöåíêà äèñïåðñèè ïðîöåññà ( ),TY t  
Tx

D   

0

1
( )

T

xD t dt
T

   – ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ( )TX t , ( )xD t  – äèñ-

ïåðñèÿ ïðîöåññà ( ).TX t  

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè äèñïåðñèè ïðîöåññà ( )TY t  

2

0

1
M M ( )

T

T

Y TD Y t dt
T

 
     

 




.                (7.19) 

Ìîùíîñòü ïðîöåññà íå çàâèñèò îò áàçèñà åãî ïðåäñòàâëåíèÿ 
(ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ). Ïîýòîìó 

2

0

1
( ) ( ) ,

T

T

T
Y

Y t dt S f df
T





  



                (7.20) 

ãäå 
2

1
( ) ( )

T TY Y

S f A f
T

 
                     (7.21) 

– ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè ïðîöåññà ( ).TY t


 

Âûðàæàÿ êîìïëåêñíûé ñïåêòð ( )
TY

A f
  ÷åðåç êîìïëåêñíûé 

ñïåêòð ( )
TX

A f
  ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (7.18), (7.16), (7.13) è ïðîâî-

äÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî 1t , âûðàæåíèå (7.18) ìîæíî çàïèñàòü â 

ñëåäóþùåì âèäå: 

1 1 1( ) ( ) ( , ) ,
T T

T
Y X

A f A f f f df




  
                   (7.22) 

ãäå 

1
1 1

10

sin
( , ) exp[ ( 2 ) ] .

T

T

f t
f f j f f t dt

f t


   

           (7.23) 
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Ôóíêöèÿ 1( , )T f f  îáëàäàåò ðåæåêòîðíûìè ñâîéñòâàìè, â ÷åì 

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (7.23) â âèäå ñóììû 
èíòåãðàëüíûõ ñèíóñà è êîñèíóñà, ó÷òåì, ÷òî [Ïðóäíèêîâ, Áðû÷-
êîâ, Ìàðè÷åâ, 1981] 

0

1 cos
ln ci( ),

x x
dx C x x

x


    

è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì 
èíòåãðàëüíûõ ñèíóñà è êîñèíóñà [ßíêå, Ýìäå, Ëåø, 1964]: 

sin cos
si( ) ,

x

t x
x dt

t x



     

cos sin
ci( ) .

x

t x
x dt

t x



    

Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ, íî ãðîìîçäêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðà-

æåíèå äëÿ ôóíêöèè 1( , )T f f  ïðè áîëüøîì Ò: 

 

 

1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

0 1

ïðè 0,

1
sgn( ) ln 2 ïðè 0,

2 2
( , )

1
sgn( ) ln 2 ïðè 0,

2 2

 ïðè äðóãèõ ( , ),

T

T f f

f j C f T f f
f

f f

f j C f T f f
f

C f f

 
                       



 



 

(7.24)

 

ãäå sgn( )x  – çíàê ÷èñëà x , C  – ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà–Ìàñêåðîíè 

( 0,577216C  ), 0C  – îãðàíè÷åííàÿ ïî ìîäóëþ âåëè÷èíà, íå çà-

âèñÿùàÿ îò Ò. 
Ïðè T    è 1 0f f   âûðàæåíèå (7.24) ýêâèâàëåíòíî âû-

ðàæåíèþ 

1
1 1 1

1

( )
( , ) sgn( ) ( ln 2 )

2 2
T

f f
f f f j C f T

f T

         
  .     (7.25) 

Èñïîëüçîâàâ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (7.25) â ôîðìóëå 

(7.22), äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé T  è 0f   ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå 

( ) ln

( ) .
2

T

T

X

Y

A f fT

A f j
fT









   
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Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (7.21) è âîñïîëüçóåìñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè (7.19), (7.20). Â ðåçóëüòàòå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé 
T  èìååì 

2

2 2 2
0

1 ln
M ( ) ,

2T
T

Y
x

fT
D S f df

T f



                 (7.26) 

ãäå 

2
1

( ) M ( )
T Tx X

S f A f
T

 
  

  
 

  – ÑÏÌ ïðîöåññà .TX


 

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ 

0

2 ( ) .
T

T

x
x

D S f df


                          (7.27) 

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íå â óùåðá îáùíîñòè 
ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî âðåìÿ è ÷àñòîòà – áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ â âûðàæåíèÿõ 
(7.26) è (7.27) çàìåíèì íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà 1/T  è T . Òîãäà ïðè T    ïàðàìåòð 

ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 

2

2

1 /

2 2

1/

ln
( )

lim lim .

4 ( )

T

T

T

xT

T TT T

xT

fT
S f df

f

T S f df
 

   










               (7.28) 

Èç ôîðìóëû (7.28) ñëåäóåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü 
ïðîöåññà, èìåþùåãî ÑÏÌ, îïðåäåëÿåòñÿ ÑÏÌ. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà (7.28) ñïðàâåäëèâà íå òîëü-
êî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, íî è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ è äåòåðìèíèðî-
âàííûõ ïðîöåññîâ. 

7.5. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
 НЕПРЕРЫВНОГО ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

СТЕПЕННОЙ СПМ 

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ÑÏÌ 
êîòîðîãî ïðè T    è 0f   îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé: 

0( ) ,
Tx

S f C f                         (7.29) 

ãäå 0C  – êîíñòàíòà. 
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Ò à á ë è ö à  7.1 

¹ 
ï/ï 

Çíà÷åíèå ïàðàìåò-

ðà   
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ 
óñòîé÷èâîñòü 

Ñóùåñòâîâàíèå 
îäíîâðåìåííî 
ÑÏÌ è ÊÔ 

1 0   + – 

2 0 1    + + 

3 1   – – 

 
Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (7.29) îõâàòûâàåò øèðîêèé ñïåêòð ïðî-

öåññîâ: ïðîöåññû, ó êîòîðûõ ñ ïîíèæåíèåì ÷àñòîòû èíòåíñèâ-

íîñòü âîçðàñòàåò ( 0  ), áåëûé øóì, ó êîòîðîãî èíòåíñèâíîñòü 

îäèíàêîâà íà âñåõ ÷àñòîòàõ ( 0  ), à òàêæå ïðîöåññû ñ âîçðàñ-

òàþùåé ïðè ïîâûøåíèè ÷àñòîòû èíòåíñèâíîñòüþ ( 0  ). Ýòà 

ìîäåëü ìîæåò îïèñûâàòü äåòåðìèíèðîâàííûé, ñòàöèîíàðíûé 
èëè íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (7.29) â ôîðìóëó (7.28), èìååì 

2

+2

1 /

2 2

1 /

ln

lim .

4

T

T

TT

T

fT
df

f

T f df






 





                        (7.30) 

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ è ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ïî-
ëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, àíàëèç êîòîðîãî ïîêàçûâàåò, 

÷òî ïðîöåññ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâ ïðè 1   è íåóñòîé÷èâ ïðè 

1  . 

Ýòè ðåçóëüòàòû, à òàêæå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ óñëîâèé 
ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîâðåìåííî ÑÏÌ è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

(ÊÔ) ïðîöåññà âèäà ( ),xK   ïðèâåäåíû â òàáë. 7.1. 
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Глава 8 
 

ЗАВИСИМОСТЬ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
 УСТОЙЧИВОСТИ ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА 

ОТ ЕГО СПЕКТРА 

 
 
 
 
 
 
Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ äèñêðåò-
íîãî ïðîöåññà è åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè. Ïðèâåäåíû 
ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèå êîððåêòíîñòü ôîð-
ìóë, îïèñûâàþùèõ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ïðîöåññà. 

8.1. СВЯЗЬ МЕЖДУ СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТЬЮ 
И СПМ ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА  

Ïðîöåññ ( )TX t  êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè T  ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ: 

( ) ( ) ( 1,2, , ),
NN N XX n X n m n N  


          (8.1) 

ãäå /N T t   – îáúåì âûáîðêè, t  – ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè, 

( )NX n


 – öåíòðèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

( )NX n , 
1

1
( )

N

N

X N
n

m X n
N 

   – åå ñðåäíåå. 

Ñîñòàâëÿþùàÿ ( )NX n


 ñâÿçàíà ñî ñâîèì êîìïëåêñíûì ñïåê-

òðîì ( )
NX

A k
  ñîîòíîøåíèÿìè 

1

( ) ( ) ,
N

N

N kn
Xk

X n A k W


  

    

*

1

1
( ) ( ) ,

N

N

knN
X n

A k X n W
N 

 

  

ãäå k  – íîìåð ñïåêòðàëüíîãî îòñ÷åòà ( 1,k N ), 
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2
exp ( 1)( 1) ,knW j k n

N

    
 

  

à çâåçäî÷êà  íàä áóêâîé îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. 

Ñðåäíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )NX n  

1

1
( ) ( ) ( ) ,

N

n

NN N Y
i

Y n X i Y n m
n 

  


 

ãäå ( )NY n


 – öåíòðèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

( ),NY n  
NYm  – åå ñðåäíåå (

N NY Xm m ). 

Ñîñòàâëÿþùàÿ ( )NY n


 ñâÿçàíà ñî ñâîèì êîìïëåêñíûì ñïåê-

òðîì ( )
NY

A k
  ñîîòíîøåíèÿìè 

1

( ) ( )
N

N

N kn
Yk

Y n A k W


  

   , 

*

1

1
( ) ( ) .

N

N

N kn
Y n

A k Y n W
N 

 

  

Äèñêðåòíûå àíàëîãè ôîðìóë (7.20)–(7.23) èìåþò ñëåäóþùèé 
âèä: 

2

1 1

1
( ) ( )

1 1 N

N N

N
Yn k

N
Y n S k

N N 


   


,              (8.2) 

2

( ) ( ) ,
N NY Y

S k A k 
                           (8.3) 

1

1 1
1

( ) ( ) ( , ),
N N

N

N
Y Xk

A k A k k k


  
                      (8.4) 

1

1

1
1

sin ( 1)
1

( , )

sin ( 1)

N

N
n

k n
Nk k

N
n k

N





  



  

 1exp ( 1) 2( 1) ( 1) .j k k n
N

      
 

             (8.5) 
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Ðèñ. 8.1. Çàâèñèìîñòü ìîäó-

ëÿ ôóíêöèè 1( , )N k k  îò 

íîìåðîâ ñïåêòðàëüíûõ îò-

ñ÷åòîâ k  è 1k  äëÿ 128N   

Àíàëèç âûðàæåíèÿ (8.5) è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ 1( , ),N k k  ïîäîáíî ôóíêöèè 1( , )T f f , îïè-

ñûâàåìîé ôîðìóëîé (7.23), îáëàäàåò ðåæåêòîðíûìè ñâîéñò-    
âàìè. 

Íà ðèñ. 8.1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ôóíêöèè 1( , )N k k   

1( , )N k k   îò íîìåðîâ ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ k  è 1.k  Êàê âèä-

íî, ôóíêöèÿ 1( , )N k k  ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî àðãóìåíòàì k  è 1k  ñ 

ïåðèîäàìè ñîîòâåòñòâåííî N  è 2 .N  Â äèàïàçîíå 1 1k N   ,  
 

Ðèñ. 8.2. Çàâèñèìîñòè ôóíêöèè 1 1( , )N k k  îò àðãóìåíòà 1k  (à) è ôóíêöèè 

1 1( , )NN k k  îò îáúåìà âûáîðêè N  ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 

1k  (á) 
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11 1k N    â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå òî÷åê îíà áëèçêà ê 

íóëþ. Ïîâûøåííûå óðîâíè (ãðåáíè) íàáëþäàþòñÿ ïðè ñîâïàäå-

íèè àðãóìåíòîâ ( 1k k ) è íà íóëåâîé ÷àñòîòå ( 1k  ). Âáëèçè 

òî÷åê (1, 1) , ( 1, 1)N  , ( 2, 1)N N   è ( 1, 1)N N  , (1, 1)N   

óðîâåíü ïîâûøåííûé. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå åäè-

íèöå, ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â ïåðâûõ òðåõ óêàçàííûõ òî÷-

êàõ, à íóëåâîå çíà÷åíèå – â ïîñëåäíèõ äâóõ. 

Âäîëü ãðåáíåé íà èíòåðâàëå 11 / 2k N   óðîâåíü ôóíêöèè 

1( , )N k k  óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì àðãóìåíòà 1k  (ðèñ. 8.2, 

à, ñïëîøíûå ëèíèè), à íà èíòåðâàëå 1/ 2N k N   – óâåëè-

÷èâàåòñÿ ïî òîìó æå çàêîíó. Íà ýòîì ðèñóíêå ïóíêòèðíîé ëè-
íèåé èçîáðàæåíà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. 

Íà èíòåðâàëå 11 / 2k N   èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåí-

ñòâà: 
*

1 1 1 1( , ) ( 1, 1)NN k k N k N k         

*

1 1(1, ) (1, 1).N Nk N k       

Ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè N  ôóíêöèÿ 1( , )NN k k  

âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå 1/T  çàâèñèò îò 

äëèòåëüíîñòè ïðîöåññà ,T  äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ 

T  ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå 1f  ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå íîìåðà 

ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ 1.k  

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé íåíóëåâîé ÷àñòîòû ( 1 1k  ) ôóíêöèÿ 

1 1( , )NN k k  ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ðàñòåò ïðèìåðíî 

ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó, à äëÿ íóëåâîé ÷àñòîòû ( 1 1k  ) – ïî 

ëèíåéíîìó. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè 1 1( , )NN k k  îò îáúåìà âûáîðêè 

N  äëÿ ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ 10 0
1

0

( 1)k N N
k

N

 
 , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ôèêñèðîâàííûì ÷àñòîòàì ( 10 1,4k  , 0 8N  ), ïðèâåäåíû íà 

ðèñ. 8.2, á (ñïëîøíûå ëèíèè). Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû 

àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè. 

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçîâàëñÿ äèñêðåòíûé àíàëîã ôîð-

ìóëû (7.24): 
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1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1

1

2 2 1 1

2 2 1

1

1 ïðè 1,

ïðè , 1 ,
2 2

+ ïðè 1, 1 ,
2 2

( , )

ïðè , ,
2 2

+ ïðè 1, ,
2 2

0 ïðè äðóãèõ ( , ),

k k

k k

N

k k

k k

k k

N
A jL k k k

N
A jL k k

k k
N

A jL k k k N

N
A jL k k N

k k

 


        


         
         
        



  

(8.6)

 

ãäå 
11

1

1

2 ( 1)
kA

k


 
, 

11 1ln(2 ( 1)kL C k    ), 
12

1

1

2 ( 2)
kA

N k


  
, 

 
12 1ln 2 ( 2)kL C N k     , ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî 

âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì ðÿäîâ [ßíêå, Ýìäå, Ëåø, 1964]: 

1

sin 1 01
ln 2 sin (0 2 ).

cos 0 12 2n

xn x x
x

xnn





                  
      

  

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (8.6) ñïåêòð ( )
NY

A k
  ïðè áîëüøîì N  

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: 

1 1

2 2

( ) ïðè 1 ,
2 2

( )

( ) ïðè .
2 2

N

N

N

k k
X

Y

k k
X

N
A A k jL k

A k
N

A A k jL k N

        


        








 


  (8.7) 

Äèñêðåòíûé àíàëîã âûðàæåíèÿ (7.26) ïðè áîëüøîì N  èìååò 
ñëåäóþùèé âèä: 

2/ 2
2

12 2
2

1
M ( ),

42 ( 1) ( 1)N N

N

k
Y xk

N
D L S k

N k

            
       (8.8) 

ãäå ( )
Nx

S k  – ÑÏÌ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )NX n


: 

2

( ) M ( ) M ( ) .
N NNx X X

S k S k A k
         

  
  
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ 

2 / 2

1 2

1 2
M ( ) ( ),

1 1 N

NN

N
xn k

N
X n S k

N N 

 
   

  


 

ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
òàêîì âèäå: 

 
2/ 2

2

2
2

/ 2
2

2

1
ln(2 ( 1)) ( )

4( 1)
.

4 ( )

N

N

N

xk

N N

xk

C k S k
k

S k





 
       










     (8.9) 

8.2. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

СТЕПЕННОЙ СПМ 

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äèñêðåòíûé ïðîöåññ ñî ÑÏÌ, îïè-
ñûâàåìûé âûðàæåíèåì 

0( ) ,
( 1)Nx

C N
S k

k






  2, / 2,k N                  (8.10) 

ãäå 0C  – êîíñòàíòà. 

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (8.10) â ôîðìóëó (8.9), ïîëó÷èì 

 
2/ 2

2( 2)

2

/ 2
2

2

( 1) ln(2 ( 1))
4

.

4 ( 1)

N

k

N N

k

k C k

k

 







 
     

  
 




         (8.11) 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ N  è N  ñ èñïîëüçîâàíèåì 

ôîðìóëû (8.11) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.3, à è 8.3, á ñîîòâåòñòâåííî 
(ñïëîøíûå ëèíèè). Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè äëÿ ñðàâíåíèÿ èçî-
áðàæåíû àíàëîãè÷íûå êðèâûå äëÿ ýòàëîííîé ñòàòèñòè÷åñêè óñ-
òîé÷èâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ýëåìåíòà-
ìè, íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ïîñòîÿííîé äèñïåð-

ñèåé xD , ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì. Íà îáîèõ ðèñóíêàõ 

ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè N  ïðè 1   êðèâûå ñòðåìÿòñÿ ê 

íóëåâîìó, à ïðè 1   – ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
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Ðèñ. 8.3. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ N  (à) è N  (á) îò îáúåìà âûáîðêè N  

 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ÑÏÌ, îïèñûâàåìîé ñòåïåííîé ôóíêöèåé 
(8.10), ïðîÿâëÿåò ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 

1   è ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè 1  . 

Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ 
àíàëîãè÷íûìè âûâîäàìè, ïîëó÷åííûìè â ãëàâå 7 àíàëèòè÷åñêèì 
ïóòåì äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ. 

Íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó êðèâûìè äëÿ 0   è êðèâû-

ìè äëÿ êîíòðîëüíîé ýòàëîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî îáú-
ÿñíèòü ðàçëè÷èåì ïðèíÿòûõ ìîäåëåé ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå 
âûáîðêè. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îáúåìà âûáîðêè ïîãðåøíîñòü, êàê 
âèäíî èç ðèñ. 8.3, óìåíüøàåòñÿ. 

Ïîñêîëüêó ïðè åäèíè÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà   ïðîèñõî-

äèò ñìåíà íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ íà óñòîé÷èâîå, ïðîöåññ ñ 

ïàðàìåòðîì 1   ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé íåóñ-

òîé÷èâûé ïðîöåññ. 

8.3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ, ОПИСЫВАЕМЫХ СТЕПЕННОЙ 
СПМ 

Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïðîâåäåíî 
êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ 
÷èñåë ìîäåëèðîâàëñÿ áåëûé ãàóññîâñêèé øóì, ïîäâåðãàâøèéñÿ 
çàòåì ôèëüòðàöèè ôèëüòðîì ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïå-

ðåäà÷è, îïèñûâàåìûìè ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ ïàðàìåòðîì /2 , 

4,2    (ðèñ. 8.4). 
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Ðèñ. 8.4. Êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è 
ôèëüòðîâ 

 
 

 

 

Ðèñ. 8.5. Ðåàëèçàöèè øóìîâ, ñôîðìè-
ðîâàííûõ ôèëüòðàìè ñ ïàðàìåòðàìè 

4    (à), 0   (á), 1   (â) è 

2   (ã) 

 
 

 

Ïðèìåðû ðåàëèçàöèé øóìîâ, ñôîðìèðîâàííûõ â ðåçóëüòà-  
òå ôèëüòðàöèè, è èõ ñïåêòðû ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî íà 
ðèñ. 8.5, à–ã è 8.6, à–ã. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå ñðåäíèå 
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.7, à–ã. 
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Ðèñ. 8.6. Ñïåêòðû øóìîâ, ñôîðìèðîâàííûõ ôèëüòðàìè ñ ïàðàìåòðàìè 

4    (à), 0   (á), 1   (â) è 2   (ã) 

 
Ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé ïîëó÷åííûõ øóìîâ ðàññ÷èòûâà-

ëèñü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N , *

N  

è *
Nh  (ðèñ. 8.8, 8.9). Îöåíêè ôîðìèðîâàëèñü ïóòåì óñðåäíåíèÿ 

äàííûõ ïî 512 ðåàëèçàöèÿì. 

Íà ðèñóíêàõ ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû îöåíêè *
N , *

N  

è *
Nh  ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà , à ïóíêòèðíûìè ëèíèÿ- 

ìè – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àíàëîãè÷íûõ ïàðàìåòðîâ N , N  è Nh  

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (8.11). 
Êàê âèäíî, ðàñ÷åòíûå êðèâûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå-

çóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðîñëåæèâàåòñÿ âûðàæåííàÿ òåí- 

 



8.3. Моделирование процессов, описываемых степенной СПМ 
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Ðèñ. 8.7. Âûáîðî÷íûå ñðåäíèå øóìîâ, ñôîðìèðîâàííûõ ôèëüòðàìè ñ ïàðà-

ìåòðàìè 4    (à), 0   (á), 1   (â) è 2   (ã) 

 
 

Ðèñ. 8.8. Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N , N  (à) è *

N ,  N  (á) 
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Ðèñ. 8.9. Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè *
Nh  è Nh  

 
 

äåíöèÿ óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé 

ïàðàìåòðîâ *
N , *

N   è N , N  

ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè 
äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ 
ïðîöåññîâ (ñ ïàðàìåòðàìè ôîð-

ìû 1  ) è òåíäåíöèÿ ñòàáèëè-

çàöèè èõ óðîâíÿ äëÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûõ ïðîöåññîâ (ñ ïàðàìåòðàìè ôîðìû 1,2  ). 

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò çà-
âèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà îò ôîðìû åãî 
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ  
ИССЛЕДОВАНИЯ ФЕНОМЕНА  

СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ  

 
 
 
 
 
 
 
 

Âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòà-

òèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ ðàçíîé ôè-

çè÷åñêîé ïðèðîäû, ïðîâåäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîé 

âûøå ìåòîäèêè.  

Èññëåäîâàíû, â ÷àñòíîñòè, êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé 

ñåòè, âûñîòû ìîðñêèõ âîëí è ïåðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ, òåìïåðàòó-

ðû è ñêîðîñòè çâóêà â îêåàíå, èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàä-

êîâ, ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè, êóðñà âàëþò è äð. 

Èññëåäîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàçíûõ òèïîâ øó-

ìîâ: öâåòíûõ, ôëèêêåð, ñàìîïîäîáíûõ (ôðàêòàëüíûõ). 

Âûÿâëåíû ïðè÷èíû íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 

ïðîöåññîâ. 

Îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ìîäåëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé. 

 

ЧАСТЬ IІ 
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Глава 9 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗЛИЧНЫХ 

ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ НА БОЛЬШИХ 
ИНТЕРВАЛАХ НАБЛЮДЕНИЯ  

 
 
 

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñòàòè-

ñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ñîáñò-

âåííûõ øóìîâ óñèëèòåëÿ, ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ øóìîâ ìîðñêèõ ñóäîâ, 

êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé ýëåêòðîñåòè, âûñîòû ìîðñêèõ 

âîëí è ïåðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ, ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè è êîòèðîâêè 

âàëþò. Îáðàùåíî âíèìàíèå, ÷òî íà íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþ-

äåíèÿ íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå îáíàðóæèâà-

þòñÿ, îäíàêî íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ âñå ïðîöåññû îêà-

çûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè. 

9.1. ПРИМЕРЫ СТАТИСТИЧЕСКИ НЕУСТОЙЧИВЫХ 
ФИЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

Ïðè äëèòåëüíîì íàáëþäåíèè ëþáîé âåëè÷èíû èëè ïðîöåññà 1 

îáíàðóæèâàþòñÿ áîëåå-ìåíåå çíà÷èìûå íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé 

óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 9.1, à–ç ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 

èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè èçìåíåíèÿ óñðåäíåííûõ ñïåêòðîâ ñîáñò-

âåííûõ øóìîâ íèçêîêà÷åñòâåííîãî áûòîâîãî óñèëèòåëÿ 2. 

Ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå óñðåäíÿåìûõ ìãíî-

âåííûõ ñïåêòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå äî ñîòíè) ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 

èõ ÷èñëà óñðåäíåííûé ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ñãëà-

æåííûì (ñì. ðèñ. 9.1) è óðîâåíü øóìîâ óìåíüøàåòñÿ, îäíàêî äà-

ëåå ýòà òåíäåíöèÿ íàðóøàåòñÿ: óñðåäíåííûé ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ 

áîëåå èçðåçàííûì è åãî óðîâåíü âîçðàñòàåò. Äàëüíåéøåå óâåëè-

÷åíèå ÷èñëà óñðåäíÿåìûõ ñïåêòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå äî òûñÿ÷è) 

                                          
1 Èñêëþ÷åíèå ìîãóò ñîñòàâëÿòü, ïî âñåé âèäèìîñòè, ëèøü ìèðîâûå 

êîíñòàíòû. 
2 Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäíàìåðåííî áûë âûáðàí íèçêîêà÷åñòâåííûé 

óñèëèòåëü, òàê êàê â íåì íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà÷èíàåò 
ïðîÿâëÿòüñÿ óæå íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. 
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 Ðèñ. 9.1. Óñðåäíåííûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ øóìîâ óñèëèòåëÿ ïðè ðàçëè÷íîì  
÷èñëå óñðåäíåíèé: 2, 8, 32, 128, 256, 512, 1024 è 2048 (ñîîòâåòñòâåííî à–ç). Îñü 

àáñöèññ — íîìåð n  ñïåêòðàëüíîãî îòñ÷åòà 

 



Глава 9. Экспериментальные исследования статистической устой-
чивости… 
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Ðèñ. 9.2. Ñïåêòðû øóìîâ îäíîãî è òîãî 
æå ñóäíà â ðàçíûå ïåðèîäû íàáëþäåíèÿ 

 
 
ñíîâà âûçûâàåò ñãëàæèâàíèå óñ-
ðåäíåííîãî ñïåêòðà è óìåíüøå-
íèå óðîâíÿ øóìîâ, îäíàêî çàòåì 
ýòà òåíäåíöèÿ îïÿòü íàðóøàåòñÿ. 

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð íà-
ãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äëè-
òåëüíîå íàêîïëåíèå äàííûõ íå 
âñåãäà ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó 
ïîäàâëåíèþ øóìîâ 3. 

Ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðå-
íèé, ðàññìàòðèâàåìûé øóìîâîé 
ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîò-
ðåííîé â ï. 4.3.1 ìîäåëè, îïèñû-
âàåìîé ñóììîé ïðèìåðíî îäè- 
íàêîâûõ ïî óðîâíþ íåñòàöèî-
íàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ó 

êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðèîäè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïåðèîäàìè. 

Äðóãîé ïðèìåð êàñàåòñÿ ãèäðîàêóñòèêè. Íà ðèñ. 9.2 ïðèâåäå-
íû ñïåêòðû øóìîâ ìîðñêîãî ñóäíà, ïîëó÷åííûå àâòîðîì â îä-
íîé èç Òèõîîêåàíñêèõ ýêñïåäèöèé 80-õ ãîäîâ 4 (ñì. [Ãîðáàíü, 
2008, Gorban, 2008]). Ñïåêòðû ñíÿòû â ìîìåíòû âðåìåíè, îò-
ñòîÿùèå äðóã îò äðóãà ïðèìåðíî íà 10 ìèíóò. Êàê âèäíî, îíè 
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Äèñêðåòíûå ñîñòàâëÿþ-
ùèå íà ÷àñòîòàõ 200 è 300 Ãö, ïðèñóòñòâóþùèå â ñïåêòðå, ïðåä-
ñòàâëåííîì íà ðèñ. 9.2, à, îòñóòñòâóþò â ñïåêòðàõ, èçîáðàæåííûõ 
íà ðèñ. 9.2, á, â. Äèñêðåòíûå ñîñòàâëÿþùèå íà ÷àñòîòàõ 625 è 
650 Ãö âíà÷àëå òðàíñôîðìèðóþòñÿ â äèñêðåòíóþ ñîñòàâëÿþ- 
ùóþ íà ÷àñòîòå 650 Ãö, à çàòåì èñ÷åçàþò. Çàòî ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå 

                                          
3 Ïðèâåäåííûå ñïåêòðû áûëè ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû àâòîðîì â 2010 ã. 

Â.È. Èâàíåíêî, äàâíî è ïëîäîòâîðíî çàíèìàþùèéñÿ ïðîáëåìîé íåîïðå-
äåëåííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [Èâàíåíêî, Ëàáêîâñêèé, 1990]), ñîîáùèë àâòîðó 
â ÷àñòíîé áåñåäå, ÷òî àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ îí ïðîâîäèë åùå â 60-õ 
ãîäàõ ÕÕ â. è ïðèøåë ê òåì æå âûâîäàì. 

4 Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñóäàõ «Àêàäåìèê 
Ì.À. Ëàâðåíòüåâ» è «Àêàäåìèê À.Ï. Âèíîãðàäîâ» ïî ïðèãëàøåíèþ Òèõîîêåàíñ-
êîãî îêåàíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÄÂÍÖ ÀÍ ÑÑÑÐ (íûíå ÄÂÎ ÐÀÍ). 

 



9.1. Примеры статистически неустойчивых физических процес-
сов 

 

 

 119 

äèñêðåòíûå ñîñòàâëÿþùèå, â ÷àñòíîñòè íà ÷àñòîòàõ 225, 250, 830, 
925 Ãö. 

Ñïåêòðû øóìîèçëó÷åíèÿ ñóäîâ è êîðàáëåé íà áîëåå íèçêèõ 
÷àñòîòàõ (äî 100 Ãö) çíà÷èòåëüíî áîëåå èçðåçàíû. Èññëåäîâàíèå 
äèíàìèêè èçìåíåíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî 
îíè òîæå èçìåíÿþòñÿ, õîòÿ è íå òàê áûñòðî. 

Èçìåíåíèÿ ñïåêòðîâ øóìîèçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü âûçâàíî 
ðàçíûìè ïðè÷èíàìè, â ÷àñòíîñòè èçìåíåíèåì ðåæèìîâ ðàáîòû 
ñóäîâûõ óñòðîéñòâ è ìåõàíèçìîâ. 

Áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïåðåìåùåíèå èñòî÷íèêà çâóêà îòíîñè-
òåëüíî ïðèåìíèêà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì [Ãîð-
áàíü, 2008, Gorban, 2008]. 

Ãèäðîàêóñòè÷åñêàÿ ñðåäà ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîëåáàíèé ñóùå-
ñòâåííî íåîäíîðîäíà, â îñîáåííîñòè ïî ãëóáèíå. Â ðåçóëüòàòå 
ýòîãî âîçíèêàþò ýôôåêòû ìíîãîëó÷åâîãî (íà âûñîêèõ è ñðåäíèõ 
÷àñòîòàõ) è ìíîãîìîäîâîãî (íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ) ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
êîëåáàíèé. Ïàðàìåòðû ëó÷åé èëè ìîä, ïðèõîäÿùèõ â òî÷êó 
ïðèåìà, îïðåäåëÿþòñÿ ãèäðîëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ êîëåáàíèé, èõ ÷àñòîòîé, à òàêæå ðàññòîÿíèåì ìåæäó èñ-
òî÷íèêîì çâóêà è ïðèåìíèêîì. Ïðè âçàèìíîì ïåðåìåùåíèè èñ-
òî÷íèêà è ïðèåìíèêà ðàññòîÿíèå èçìåíÿåòñÿ, ÷òî âûçûâàåò ñòà-
òèñòè÷åñêè íåïðîãíîçèðóåìûå íàðóøåíèÿ êîãåðåíòíîñòè ñèãíà-
ëà è, êàê ñëåäñòâèå, íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 
ñïåêòðà ïðèíèìàåìûõ êîëåáàíèé. 

Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ äâèæåíèÿ ñïåêòð ïðèíèìàåìîãî êîëåáàíèÿ 
çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà èçëó÷åííîãî êîëåáàíèÿ. Èíòåð-
âàë âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñïåêòð ìàëî èçìåíÿåòñÿ, ñóùåñò-
âåííî çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è ñêîðîñòè âçàèìíîãî ïåðåìåùåíèÿ 
èñòî÷íèêà çâóêà è ïðèåìíèêà, à òàêæå îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé. ×åì 
áûñòðåå èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå, òåì ìåíüøå ýòîò èíòåðâàë. Êàê 
ïðàâèëî, äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò îí ìåíüøå, ÷åì äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò. 

Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìíîãî ïåðåìåùåíèÿ èñòî÷íèêà çâóêà 
è ïðèåìíèêà ýôôåêò íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 
òàêæå íàáëþäàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îí âûçâàí äèíàìèêîé èçìå-
íåíèÿ ñðåäû. Ïîñêîëüêó ýòè èçìåíåíèÿ ïðîòåêàþò äîñòàòî÷íî 
ìåäëåííî, èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ñïåêòðû ìàëî èçìåíÿ-
þòñÿ, ñóùåñòâåííî áîëüøå. 

Èçìåí÷èâîñòü ñïåêòðîâ ïðèíèìàåìûõ êîëåáàíèé îãðàíè÷è-
âàåò äîïóñòèìóþ äëèòåëüíîñòü èõ íàêîïëåíèÿ. 

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äèíàìèêè èçìåíåíèÿ 
ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ øóìîâ óñèëèòåëÿ è ñïåêòðà øóìîâ ñóäíà 
ñâèäåòåëüñòâóþò îá èõ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. 
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Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñòåïåíü íàðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè êî-
ëè÷åñòâåííî íå îöåíèâàëàñü. Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû äðóãèõ èñ-
ñëåäîâàíèé, â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. 

9.2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЯ НАПРЯЖЕНИЯ 

ГОРОДСКОЙ ЭЛЕКТРОСЕТИ 

Ïàðàìåòðû ýëåêòðîñåòè, â òîì ÷èñëå è íàïðÿæåíèå, èçìåíÿ-
þòñÿ. Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðò [ÃÎÑÒ Ð 51317.3.3-99, 1999], îïðåäå-
ëÿþùèé äîïóñòèìûå îòêëîíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ îò íîìèíàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ, âûçûâàåìûå òåõíè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Ñîãëàñíî ýòî-
ìó ñòàíäàðòó ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå íàïðÿæå-
íèÿ íå äîëæíî ïðåâûøàòü 5,32 %, åñëè ýòè èçìåíåíèÿ «âûçâàíû 
ðó÷íûìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè èëè ÷àñòîòà èõ ïîâòîðåíèÿ ìåíüøå 
1/÷». 

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìåäëåííûõ êîëåáà-
íèé íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè áûë èçãîòîâëåí ìàêåò, âêëþ÷àþùèé 
ïîíèæàþùèé òðàíñôîðìàòîð, ñîãëàñóþùåå óñòðîéñòâî (äåëèòåëü 
íàïðÿæåíèÿ) è êîìïüþòåð ñ 16-ðàçðÿäíîé çâóêîâîé êàðòîé. 

Ââîä ñèãíàëà â êîìïüþòåð îñóùåñòâëÿëñÿ ñ ÷àñòîòîé äèñêðå-
òèçàöèè 5 êÃö. Ïî êàæäûì 1024 îòñ÷åòàì âû÷èñëÿëèñü äåéñò-
âóþùèå (ýôôåêòèâíûå) çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ, çàïèñûâàåìûå â 
ïàìÿòü êîìïüþòåðà. Çàïèñü âåëàñü ñåàíñàìè íà ïðîòÿæåíèè 
äâóõ ìåñÿöåâ ñ ïåðåðûâàìè â íåñêîëüêî äíåé. 

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîãî ñåàíñà ñîñòàâëÿëà îêîëî 

60 ÷àñîâ. Çà âðåìÿ ñåàíñà çàïèñûâàëîñü 202 1N    ìëí îòñ÷å-
òîâ íàïðÿæåíèÿ. 

Îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ çàïèñåé ïîêàçàëà, ÷òî íàïðÿæåíèå ñå-
òè ïîñòîÿííî èçìåíÿëîñü. Â ðàçíûõ ñåàíñàõ èçìåíåíèÿ íîñèëè 
ðàçíûé õàðàêòåð. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 1.5 (ãëàâà 1) ïðèâåäåíû 
òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ ñåòè îò âðåìåíè (â ÷àñàõ), 
ïîëó÷åííûå íà ïðîòÿæåíèè äâóõ ñåàíñîâ, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì 
âûáîðî÷íûå ñðåäíèå. 

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà âûÿâèë 
õàðàêòåðíóþ îñîáåííîñòü, ïðèñóùóþ âñåì ñäåëàííûì çàïèñÿì: 
íåçàòóõàþùèé õàðàêòåð âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî (ñì. ðèñ. 1.5, á, ã). 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-

âîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
N  è *

N  äëÿ ÷åòûðåõ ñåàíñîâ çàïè-

ñè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 9.3. 
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Ðèñ. 9.3. Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (à) è *

N  (á) äëÿ 

êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè íà 60-÷àñîâûõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ 

 
Êàê âèäíî, â îáëàñòè áîëüøèõ âðåìåí íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèÿ 
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ëèáî ïðîÿâëÿþò òåíäåíöèþ ê âîçðàñòàíèþ, ëè-
áî, äîñòèãíóâ ìàêñèìóìà, îñòàþòñÿ ïðèìåðíî íà îäíîì è òîì æå 
óðîâíå. 

Äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ çàïèñåé (íå òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 9.3) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè *
N  è *

N  â êîíöå 60-÷àñîâîãî íàáëþäåíèÿ îêà-

çàëèñü áîëüøèìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè íîñÿò âûðàæåííûé ñòà-
òèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåð. 

Èíòåðâàë, íà êîòîðîì ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, íà÷èíàåòñÿ îò íåñêîëüêèõ 
÷àñîâ è äîõîäèò äî êîíöà çàïèñåé. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàë 

ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ãîðîä-

ñêîé ýëåêòðîñåòè ðàâåí ïðèìåðíî îäíîìó ÷àñó. 

Óñòîé÷èâûé õàðàêòåð íàáëþäàåìûõ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ýëåêòðîñåòè, à òàêæå ðåçóëüòàòû 

ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àíàëîãè÷-

íûå íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèñóùè è äðóãèì 

ôèçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì. 
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9.3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ ВЫСОТЫ 

МОРСКИХ ВОЛН И ПЕРИОДА ИХ СЛЕДОВАНИЯ 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ 
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ìîðñêèõ âîëí (ñì., íàïðèìåð, [Ïîëíèêîâ, 2007]). 
Îäíàêî íåò èíôîðìàöèè î ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïàðàìåò-
ðîâ âîëíåíèÿ. 

Äëÿ îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âûñîòû ìîðñêèõ 
âîëí è ïåðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ñïåöèàëüíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î 
ïàðàìåòðàõ âîëíåíèÿ ìîðÿ, ïîëó÷åííûå Èíñòèòóòîì îêåàíîëî-
ãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ çà 15 ìåñÿöåâ íàáëþäåíèÿ â ðàéîíå 
Íîâîðîññèéñêà (ñ ñåíòÿáðÿ 2001 ã. ïî äåêàáðü 2003 ã.) [Åäèíàÿ 
ãîñóäàðñòâåííàÿ ñèñòåìà èíôîðìàöèè îá îáñòàíîâêå â ìèðîâîì 
îêåàíå ÅÑÈÌ]. Äàííûå ñîáðàíû ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé ñòàíöèè, 
ïîêàçàíèÿ êîòîðîé ðåãèñòðèðîâàëèñü ñ èíòåðâàëîì îò îäíîãî äî 
íåñêîëüêèõ ÷àñîâ. 

Âîëíåíèå ìîðÿ çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ èçìåíÿëîñü â øèðîêèõ 
ïðåäåëàõ. 

Ïî ñîáðàííûì äàííûì áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ïàðàìåòðà 

ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  âûñîòû ìîðñêèõ âîëí è ïå-

ðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ (ðèñ. 9.4). 
 

Ðèñ. 9.4. Çàâèñèìîñòè óñðåäíåííûõ ïî 15 ìåñÿöàì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (ñïëîøíûå êðèâûå) è ãðàíèö èçìåíåíèÿ 

ýòîãî ïàðàìåòðà (òî÷å÷íûå êðèâûå) îò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ: à – äëÿ âûñî- 
òû ìàêñèìàëüíûõ âîëí, á – äëÿ ïåðèîäà ìàêñèìàëüíûõ âîëí 
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Äèñêðåòíîñòü âûâîäà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà ñòàòèñòè÷å-
ñêîé íåóñòîé÷èâîñòè – ïðèìåðíî 10 ÷. Íóëåâîé îòñ÷åò âðåìåíè 
ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ðåçóëüòàòó ðàñ÷åòà. 

Èç ðèñ. 9.4 âèäíî, ÷òî ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-

ñòè *
N  âåçäå ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 

ïðàêòè÷åñêè íà âñåì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ çàâèñèìîñòè âûñîòû 
è ïåðèîäà âîëí îò âðåìåíè íîñÿò ÿâíî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷è-
âûé õàðàêòåð. 

Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèé âûñîòû 

âîëí è ïåðèîäà èõ ñëåäîâàíèÿ ðàâåí ïðèìåðíî 12 ÷àñàì. Ñòàòèñòè-
÷åñêèé ïðîãíîç ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñâûøå 
ïîëóñóòîê ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæåí. 

9.4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЯ 

 МАГНИТНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ 

Ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâå. Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Çåìëè âå-
äåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå íàáëþäåíèå çà åãî êîëåáàíèÿìè. Òàêèå 
ðàáîòû ïðîâîäèò, â ÷àñòíîñòè, Èíñòèòóò çåìíîãî ìàãíåòèçìà, 
èîíîñôåðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí èì. Í.Â. Ïóøêîâà 
ÐÀÍ. 

Íà ðèñ. 9.5, à, â, ä ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè õ-, ó- 
è   z-ñîñòàâëÿþùèõ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîñòðîåííûå 
íà îñíîâå äàííûõ ýòîãî èíñòèòóòà [Äàííûå î âàðèàöèè èíäóê-
öèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàéîíå Ìîñêâû, http], íà ðèñ. 9.5, á, ã, 
å – ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ, à íà ðèñ. 9.6 – ïà-

ðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè * ,N  ðàññ÷èòàííûå ïî 

îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêå. 
Äàííûå ðåãèñòðèðîâàëèñü ñ èíòåðâàëîì â îäèí ÷àñ. Îöåíêà 

äèñïåðñèè 
nx

D  âû÷èñëÿëàñü ïî 16 èçìåðåíèÿì. 

Àíàëèç ðèñóíêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â öåëîì ìàãíèòíîå ïîëå 
Çåìëè ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâî, õîòÿ ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû 
îòíîñèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè. 

Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ Çåìëè ðàâåí íåñêîëüêèì ìåñÿöàì. Ñòàòèñòè÷åñêèé 
ïðîãíîç èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâûøå íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ 
ïðîáëåìàòè÷åí, à ñâûøå íåñêîëüêèõ ëåò – ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæåí. 
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Ðèñ. 9.5. Èçìåíåíèå õ-, ó- è z-ñîñòàâëÿþùèõ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (à, 
â, ä) è ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ (á, ã, å) çà 13 ëåò íàáëþäåíèÿ 

â ðàéîíå Ìîñêâû 
 

 

 

Ðèñ. 9.6. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  äëÿ 

õ-, ó- è z-ñîñòàâëÿþùèõ èíäóêöèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ (ñîîòâåòñòâåííî êðèâûå 
1, 2, 3) çà 13 ëåò íàáëþäåíèÿ â ðàéîíå 
Ìîñêâû, à òàêæå äëÿ êîíòðîëüíîãî 
áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà (ïóíêòèðíàÿ 

êðèâàÿ) 
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9.5. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ 

КОТИРОВКИ ВАЛЮТ 

Ïðåäñòàâëåíèå î ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè êîòèðîâêè 
âàëþò äàþò êðèâûå íà ðèñ. 9.7, ïîëó÷åííûå ïî äàííûì FOREX 
[FOREX]. 

Èç ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ñ ïåðâûõ æå ÷àñîâ íàáëþ-
äåíèÿ è ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò. 

 

Ðèñ. 9.7. Óñðåäíåííûé ïî 16 äåêàäàì ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-

ñòè *
N  (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ýòîãî óñðåäíåííîãî ïàðà-

ìåòðà (òî÷å÷íûå êðèâûå), îïðåäåëÿåìûå ÑÊÎ, äëÿ êîòèðîâêè êîíâåðòèðóå-
ìîãî àâñòðàëèéñêîãî äîëëàðà (AUD) ïî îòíîøåíèþ ê äîëëàðó ÑØÀ 

(USD) çà 2001 ã. (à) è 2002 ã. (á) 

 
Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êî-

ëåáàíèÿ êóðñà âàëþò ðàâåí ïðèìåðíî 1–2 ÷. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðî-
ãíîç íà áîëüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæåí. 
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Глава 10 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ  
МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИХ ДАННЫХ 

 
 
 
 
 

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà áîëüøèõ 
èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé 
òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ â ðàéîíàõ Ìîñêâû è Êèå-
âà, à òàêæå ñêîðîñòè âåòðà â ðàéîíå ×åðíîáûëÿ. Âñå èññëåäîâàííûå 
ïðîöåññû îêàçàëèñü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè. Ñòåïåíü èõ íåóñ-
òîé÷èâîñòè ðàçíàÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû çíà-
÷èòåëüíî áîëåå íåóñòîé÷èâû, ÷åì êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ. 

10.1. ФАКТОРЫ, ВЛИЯЮЩИЕ НА ПОГОДУ 

Ïîãîäà è êëèìàò ïîñòîÿííî èçìåíÿþòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì 
ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ. Ñòåïåíü âëèÿíèÿ êàæäîãî èç íèõ çàâèñèò 
îò âðåìåííîãî ìàñøòàáà ïðîãíîçà. Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè íà ïå-
ðèîä äî ìåñÿöà ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå èìåþò âíóòðåííèå ôàê-
òîðû, îïðåäåëÿþùèå äèíàìè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü àòìîñôåðíûõ 
òå÷åíèé, à ïðè äîëãîñðî÷íîì ìåòåîðîëîãè÷åñêîì ïðîãíîçèðîâàíèè 
(ÄÌÏ), îõâàòûâàþùåì ïðîãíîç ïîãîäû íà ïåðèîä îò ìåñÿöà äî 
äâóõ ëåò è ïðîãíîç êëèìàòà íà áîëüøèé ñðîê, – âíåøíèå ôàê-
òîðû, âûçûâàåìûå âîçäåéñòâèÿìè íåàäèàáàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà 
[Òåõíîëîãèè]. 

Ïðåäâèäåòü èçìåíåíèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ ñëîæíî, à çà÷àñ-
òóþ, è íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðè ÄÌÏ êà÷åñòâî ïðîãíîçà îêà-
çûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè íà íå-
áîëüøîé ñðîê. 

Èçìåíåíèå õàðàêòåðà âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ ñîïðî-
âîæäàåòñÿ èçìåíåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèé, êîòîðûå, êàê 
ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäÿò ê íà-
ðóøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ. 

Çàìåòèì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òîãî èëè äðóãîãî 
ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû, çàâèñèò îò 
èíòåðâàëà âðåìåíè, íà êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîãíîç, è ãåî-
ãðàôè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Âûâîäû, êàñàþ-
ùèåñÿ îäíîãî ðàéîíà, ìîãóò áûòü íå ñïðàâåäëèâû äëÿ äðóãîãî. 
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Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò âåäóòñÿ åæåñóòî÷íûå íàáëþäåíèÿ 
çà òåìïåðàòóðîé, îñàäêàìè, ñêîðîñòüþ âåòðà è äðóãèìè ìåòåîðî-
ëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Çåìëè. 

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ â 
ðàéîíàõ Ìîñêâû è Êèåâà, à òàêæå ñêîðîñòè âåòðà â ðàéîíå ×åð-
íîáûëÿ. 

10.2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ 

 ТЕМПЕРАТУРЫ ВОЗДУХА И КОЛИЧЕСТВА ОСАДКОВ 
В РАЙОНЕ МОСКВЫ 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé 

òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ â ðàéîíå Ìîñêâû 

èñïîëüçîâàëèñü äàííûå íàáëþäåíèÿ çà 43 ãîäà (ñ 1949 ïî 1992 ã.) 

[Àðõèâ ïîãîäû ïî ãîðîäàì ÑÍÃ, http], â ÷àñòíîñòè, ñóòî÷íûå 

ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå òåìïåðàòóðû, à òàêæå ñðåäíå-

ñóòî÷íûå îñàäêè. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîêà-

çàíà íà ðèñ. 10.1, à, â, ä, äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ñðåäíèõ y x  – íà 

ðèñ. 10.1, á, ã, å. 
Íà ðèñ. 10.2 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ïóòåì óñðåäíåíèÿ äàí-

íûõ çà 43 ãîäà íàáëþäåíèÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 

êîëåáàíèé â òå÷åíèå ãîäà ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷-

íîé òåìïåðàòóðû, ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà ñðåä-

íåñóòî÷íûõ îñàäêîâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèõ îòêëîíåíèé (ÑÊÎ). 

Íà ýòèõ ðèñóíêàõ õîðîøî ïðîñëåæèâàþòñÿ ñåçîííûå èçìåíåíèÿ 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è ÑÊÎ. Ìèíèìóì òåìïåðàòóðû íàáëþ-

äàëè â ñåðåäèíå ÿíâàðÿ, ìàêñèìóì – â ñåðåäèíå èþëÿ. Â ýòè ïå-

ðèîäû ÑÊÎ òåìïåðàòóðû äîñòèãàëî ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóìà è 

ìèíèìóìà. Êðèâàÿ íà ðèñ. 10.2, á ìåíåå èçðåçàíà, ÷åì íà ðèñ. 10.2, 

ã, ÷òî óêàçûâàåò íà áîëüøèé èíòåðâàë ñòàöèîíàðíîñòè ÑÊÎ ìèíè-

ìàëüíîé òåìïåðàòóðû, ÷åì ÑÊÎ ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû. 

Ìèíèìóìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ÑÊÎ îñàäêîâ íàáëþ-

äàëè â ñåðåäèíå ìàðòà, à ìàêñèìóìû – â íà÷àëå èþëÿ. Îáðàùàåò 

íà ñåáÿ âíèìàíèå ñèëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ÑÊÎ îñàäêîâ è îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿ-

öèÿ ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ÑÊÎ òåìïåðàòóðû. 

Êðèâûå íà ðèñ. 10.2, ä, å ñóùåñòâåííî áîëåå èçðåçàíû, ÷åì íà 

ðèñ. 10.2, à–ã, ÷òî óêàçûâàåò íà çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå èíòåðâàëû  
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Ðèñ. 10.1. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ìèíèìàëüíîé (à) è ìàêñèìàëüíîé (â) ñó-
òî÷íûõ òåìïåðàòóð âîçäóõà, êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ (ä), à òàêæå 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ âåëè÷èí (á, ã, å) íà èíòåðâàëå [0, ]t  çà 43 ãîäà íàáëþ- 

äåíèÿ 

ñòàöèîíàðíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ÑÊÎ îñàäêîâ, ÷åì 

ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû ñòàöèîíàðíîñòè òåìïåðàòóðû. 

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 10.1, á, ã è å êðèâûå 

ñðåäíèõ ( )x t  çàòóõàþò ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè t  è äèñïåðñèÿ ñðåä-

íèõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè ýòî òàê, òî ïðîöåññû èçìåíåíèÿ òåìïå-

ðàòóðû è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ äîëæíû áûòü ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷è-

âûìè. Îäíàêî áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðîâ 

 *

N , *

N , *

Nh  è *

Nl  âíîñèò ñóùåñòâåííûå êîððåêòèðîâêè. 

Íà ðèñ. 10.3, 10.5, 10.7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èç-

ìåíåíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ çà âåñü ïåðèîä íàáëþäåíèÿ äëÿ 

ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð è êîëè-

÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ, à íà ðèñ. 10.4, 10.6, 10.8 – óñðåä- 
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Ðèñ. 10.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìèíèìàëüíîé 
(à) è ìàêñèìàëüíîé (â) ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè-
÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ (ä), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÑÊÎ (á), (ã), (å) 

 
íåííûå ïî 43 ãîäàì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà 

ïðîòÿæåíèè ãîäà. 

Ïàðû âåðõíèõ ñïëîøíûõ êðèâûõ íà ðèñ. 10.3–10.8 ñîîòâåòñò-

âóþò ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðàì, íèæíèå – 

îñàäêàì, à ïóíêòèðíûå ëèíèè – èäåàëüíîìó ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé-

÷èâîìó ïðîöåññó. 

Íà ðèñ. 10.4, 10.6, 10.8 òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ãðà-

íèöû êîðèäîðîâ íà óðîâíå 0,2 ÑÊÎ. 

Êðèâûå íà ðèñ. 10.3 è 10.4 ïîëó÷åíû áåç êîððåêöèè äàííûõ íà-

áëþäåíèÿ, à íà ðèñ. 10.5–10.8 – ñ ïðåäâàðèòåëüíîé êîððåêòèðîâ-

êîé. Öåëüþ êîððåêöèè ÿâëÿëîñü èñêëþ÷åíèå âëèÿíèÿ äåòåðìèíèðî- 
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Ðèñ. 10.3. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  (á), *

Nh  

(â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, à òàêæå äëÿ 

êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå 43 ãîäàì íàáëþäåíèÿ 

 

 
Ðèñ 10.4. Óñðåäíåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 

*

N  (à), *

N  (á), *

Nh  (â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ 

òåìïåðàòóð è êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ 
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Ðèñ. 10.5. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  

(á), *

Nh  (â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, 

à òàêæå äëÿ êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå 43 ãîäàì 
íàáëþäåíèÿ (èñõîäíûå äàííûå ïîäâåðãíóòû êîððåêöèè ïåðâîãî òèïà) 

 
âàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-

âîñòè. 

Êîððåêöèÿ ïåðâîãî òèïà (ñì. ðèñ. 10.5 è 10.6) îñóùåñòâëÿ-

ëàñü ïóòåì âû÷èòàíèÿ èç äàííûõ íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ 

îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (ñì. ðèñ. 10.2, à, â, ä). Êîð-

ðåêöèÿ âòîðîãî òèïà (ñì. ðèñ. 10.7 è 10.8) – ïóòåì âû÷èòàíèÿ èç 

èñõîäíûõ äàííûõ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è ïîñëåäóþ- 

ùåé íîðìèðîâêè ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí íà ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè 

ÑÊÎ (ñì. ðèñ. 10.2, á, ã, å). 

Êîððåêöèÿ îáîèõ òèïîâ, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 10.5–10.8, ïðèâî-

äèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé îöåíîê ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-

ñòè, îñîáåííî çàìåòíîìó íà ãîäè÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. 

Ýòîò ýôôåêò ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êîððåê-

öèè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ 
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Ðèñ. 10.6. Óñðåäíåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 

*

N  (à), *

N  (á), *

Nh  (â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåì-

ïåðàòóð è êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ (èñõîäíûå äàííûå ïîäâåðãíóòû 
êîððåêöèè ïåðâîãî òèïà) 

 
Ðèñ. 10.7. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  (á), *

Nh  

(â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, à òàêæå äëÿ 

êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå 43 ãîäàì íàáëþäåíèÿ (èñ-
õîäíûå äàííûå ïîäâåðãíóòû êîððåêöèè âòîðîãî òèïà) 



10.2. Экспериментальные исследования … в районе Москвы 
 

 

 133 

Ðèñ. 10.8. Óñðåäíåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 
*

N  (à), *

N  (á), *

Nh  (â) è *

Nl  (ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ 

òåìïåðàòóð è êîëè÷åñòâà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ (èñõîäíûå äàííûå ïîäâåðã- 
íóòû êîððåêöèè âòîðîãî òèïà) 

 

â ïåðâóþ î÷åðåäü ñåçîííûìè êîëåáàíèÿìè, èñêàæàþùèìè çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, à ïðè íàëè-

÷èè êîððåêöèè ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íàÿ (ïðè êîððåêöèè ïåðâîãî 

òèïà) èëè ïî÷òè ïîëíàÿ (ïðè êîððåêöèè âòîðîãî òèïà) ôèëüòðà-

öèÿ óêàçàííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîëåáàíèé. 

Èç ðèñ. 10.3–10.8 âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ 

íîñÿò ñóùåñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâûé õàðàêòåð, ÷åì êîëåáàíèÿ 

òåìïåðàòóðû, ïðè÷åì êàê ïðè íàëè÷èè, òàê è îòñóòñòâèè êîð-

ðåêöèè äàííûõ, êàê ïðè áîëüøîì (ñîðîêàòðåõëåòíåì), òàê è ìà-

ëîì (ãîäè÷íîì) èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. 

Èç ðèñ. 10.7 è 10.8 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèëüòðàöèè äåòåðìèíèðî-

âàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîöåññîâ êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ íî-

ñÿò ïðàêòè÷åñêè ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé õàðàêòåð. Êîëåáàíèÿ æå 

òåìïåðàòóðû ÿâíî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. Íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû íàáëþäàþòñÿ óæå ïî 

èñòå÷åíèþ íåñêîëüêèõ íåäåëü (ñì. ðèñ. 10.8). 
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî íà áîëüøèõ èí-
òåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ êîððåêòíî 
ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Èñ-
ïîëüçîâàíèå æå òàêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé òåìïåðà-
òóðû âîçäóõà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáîñíîâàííûì. 

10.3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ  

ТЕМПЕРАТУРЫ ВОЗДУХА И КОЛИЧЕСТВА ОСАДКОВ  
В РАЙОНЕ КИЕВА 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé 
òåìïåðàòóðû âîçäóõà è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ â ðàéîíå Êèåâà èñ-
ïîëüçîâàëèñü äàííûå íàáëþäåíèÿ çà 112 ëåò (ñ 1881 ïî 1992 ã.) 
[Àðõèâ ïîãîäû ïî ãîðîäàì ÑÍÃ, http]. Èññëåäîâàíèþ áûëè ïîä-
âåðãíóòû ñóòî÷íûå ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå òåìïåðàòóðû, 
à òàêæå ñðåäíåñóòî÷íûå îñàäêè. 

Íà ðèñ. 10.9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  è *

Nh . Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðîâîäèëàñü 

ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñåçîííàÿ êîððåêöèÿ äàííûõ, îñóùåñòâëÿåìàÿ ïó-
òåì âû÷èòàíèÿ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è ïîñëåäóþùåé 
íîðìèðîâêè ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí íà ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè 
ÑÊÎ. Êðèâûå íà ðèñ. 10.9, â, ã ïîëó÷åíû ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî 112 
ãîäàì ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ íà ïðîòÿæåíèè ãîäà. 

Âåðõíèå ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíîé è 
ìèíèìàëüíîé ñóòî÷íûì òåìïåðàòóðàì, à íèæíèå ñïëîøíûå êðè-
âûå – îñàäêàì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïóíêòèðíûìè ëè-
íèÿìè èçîáðàæåíû ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè è 
øòðèõïóíêòèðíûìè – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ) 
îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. 

Èç êðèâûõ íà ðèñ. 10.9 ñëåäóþò òàêèå æå âûâîäû, êàê è ïðè 
èññëåäîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òåìïåðàòóðû âîçäóõà 
è êîëè÷åñòâà îñàäêîâ â ðàéîíå Ìîñêâû (ñì. ïàðàãðàô 10.2): 

 íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû íîñÿò ÿâíî âûðàæåííûé ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàê-
òåð, êîëåáàíèÿ æå îñàäêîâ ñòàòèñòè÷åñêè áîëåå óñòîé÷èâû (èí-
òåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèé êîëè÷åñòâà 

îñàäêîâ ñîñòàâëÿåò, êàê ìèíèìóì, ìíîãèå äåñÿòêè ëåò); 

 íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïå-
ðàòóðû íàáëþäàþòñÿ óæå ïî èñòå÷åíèþ íåñêîëüêèõ íåäåëü (èí- 
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Ðèñ. 10.9. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (à, â) è *

Nh  

(á, ã) äëÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñóòî÷íûõ òåìïåðàòóð è êîëè÷åñò-       
âà ñðåäíåñóòî÷íûõ îñàäêîâ: à, á ñîîòâåòñòâóþò 112 ãîäàì íàáëþäåíèÿ, â, ã –  

óñðåäíåííûì îöåíêàì 

 
òåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû 

âîçäóõà ðàâåí ïðèáëèçèòåëüíî 0,5–1 ìåñÿöó). 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîëåáà-

íèé îñàäêîâ íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòêîâ ëåò ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
êëàññè÷åñêèå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè, äëÿ îïèñàíèÿ æå êîëåáà-
íèé òåìïåðàòóðû íåîáõîäèìû äðóãèå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå íà-
ðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

10.4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ  

СКОРОСТИ ВЕТРА В ЧЕРНОБЫЛЕ 

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ çåìíîãî øàðà 

âåäóòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ çà ñêîðîñòüþ âåòðà. Ïîëó-

÷åííûå äàííûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîëãîñðî÷íûõ ìåòåî-

ðîëîãè÷åñêèõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðîãíîç 
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ðàçâèòèÿ óðàãàíîâ è ñìåð÷åé íà ìåñÿöû è ãîäû âïåðåä, à îíè, â 
ñâîþ î÷åðåäü, – äëÿ ïðèíÿòèÿ îòâåòñòâåííûõ ðåøåíèé, â òîì ÷èñ-
ëå êàñàþùèõñÿ ñòðîèòåëüñòâà îáúåêòîâ ïîâûøåííîé îïàñíîñòè. Ê 
÷èñëó òàêèõ îáúåêòîâ îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàùèòíàÿ êîíñòðóê-
öèÿ «Óêðûòèå» àòîìíîé ýëåêòðîñòàíöèè â ã. ×åðíîáûëü. 

Ñóùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè òèï ïðîãíî-
ñòè÷åñêîé ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñòà-
òèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé ñêîðîñòè âåòðà. 

Äëÿ îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñêîðî-
ñòè âåòðà â ×åðíîáûëüñêîì ðåãèîíå áûëè ïîäâåðãíóòû îáðàáîò-
êå ðåçóëüòàòû ñðåäíåñóòî÷íûõ èçìåðåíèé ñêîðîñòè âåòðà v  íà 

ìåòåîñòàíöèè ã. ×åðíîáûëü (ðèñ. 10.10, à). Èçìåðåíèÿ ïðîâîäè-
ëèñü ñ òî÷íîñòüþ 1 ì/ñ íà ïðîòÿæåíèè 11 ëåò ñ 2000 ïî 2010 ã. 
[Äàí³ Ãàëóçåâîãî äåðæàâíîãî àðõ³âó ã³äðîìåòñëóæáè Óêðà¿íè]. 

Ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé áûëè ðàññ÷èòàíû âûáîðî÷íîå 

ñðåäíåå v  íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ (ðèñ. 

10.10, á), à òàêæå îöåíêè èçìåíåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ãîäà ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ *
vm  (ðèñ. 10.10, â) è ÑÊÎ *

vs  ñêîðîñòè âåòðà 

(ðèñ. 10.10, ã). Îöåíêè ïîëó÷åíû ïóòåì óñðåäíåíèÿ äàííûõ ïî 11 
ãîäàì íàáëþäåíèÿ. 

Íà ðèñ. 10.10, á âèäíî, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå íå ñòðåìèòñÿ 
ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, ò. å. ïðîöåññ ÿâíî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñ-
òîé÷èâ. Êðîìå òîãî, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ôëóêòóèðóåò ñ ïåðèî-
äîì ãîä, ÷òî îáóñëîâëåíî ñåçîííûìè êîëåáàíèÿìè ñðåäíåé ñêî-
ðîñòè âåòðà (ðèñ. 10.10, â) è ÑÊÎ (ðèñ. 10.10, ã). 

Äàëåå áûëè ðàññ÷èòàíû ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé-

÷èâîñòè *
N , *

N , *
Nh  è *

Nl  (ðèñ. 10.11–10.14, ñîîòâåòñòâåííî à, á, 

â è ã, ñïëîøíûå ëèíèè). Ðèñ. 10.11 è 10.12 ïîëó÷åíû áåç ó÷åòà 
ñåçîííûõ èçìåíåíèé ñêîðîñòè âåòðà, à ðèñ. 10.13 è 10.14 – ñ 
ó÷åòîì òàêèõ èçìåíåíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñõîäíûå äàííûå 
êîððåêòèðîâàëèñü ïóòåì âû÷èòàíèÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ è íîðìèðîâêè ïîëó÷åííîé ðàçíîñòè íà îöåíêó ÑÊÎ. 

Ðèñ. 10.11 è 10.13 ïîëó÷åíû áåç óñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðà *
N  ïî 

ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé (11 ãîäàì), à ðèñ. 10.12 è 10.14 – ñ òàêèì 
óñðåäíåíèåì. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêàõ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðà-
æåíû çàâèñèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé 
íåóñòîé÷èâîñòè îò âðåìåíè äëÿ èäåàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé-
÷èâîãî ïðîöåññà, à òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè – ñîîòâåòñòâóþùèå  
ãðàíèöû êîðèäîðîâ íà óðîâíå òðåõ ÑÊÎ. 
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Ðèñ. 10.10. Ñðåäíåñóòî÷íûå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âåòðà âî âðåìåíè: à – äèíàìèêà 
èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âåòðà çà ïåðèîä íàáëþäåíèÿ, á – äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñêîðîñòè âåòðà çà ïåðèîä íàáëþäåíèÿ, â – îöåíêà èçìåíåíèÿ 
íà ïðîòÿæåíèè ãîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñêîðîñòè âåòðà, ã – îöåíêà èçìå- 

íåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ãîäà ÑÊÎ ñêîðîñòè âåòðà 
 

Ðèñ. 10.11. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè âî 

âðåìåíè çà 11 ëåò íàáëþäåíèÿ áåç êîìïåíñàöèè ñåçîííûõ èçìåíåíèé: *
N  (à), 

*
N  (á), *

Nh  (â) è *
Nl  (ã) 
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Ðèñ. 10.12. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ óñðåäíåííûõ çà 11 ëåò íàáëþäåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè áåç êîìïåíñàöèè ñåçîííûõ èçìåíå- 

íèé: *
N  (à), *

N  (á), *
Nh  (â) è *

Nl  (ã) 

 

Ðèñ. 10.13. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 
âî âðåìåíè çà 11 ëåò íàáëþäåíèÿ ïðè íàëè÷èè êîìïåíñàöèè ñåçîííûõ èç-

ìåíåíèé: *
N  (à), *

N  (á), *
Nh  (â) è *

Nl  (ã) 
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Ðèñ. 10.14. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ óñðåäíåííûõ çà 11 ëåò íàáëþäåíèÿ ïàðàìåòðîâ 
ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè êîìïåíñàöèè ñåçîííûõ èçìåíå- 

íèé: *
N  (à), *

N  (á), *
Nh  (â) è *

Nl  (ã) 

 
Èç ðèñ. 10.11–10.14 âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè âåòðà íî-

ñÿò ÿâíî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåð. Íàðóøåíèÿ óñ-

òîé÷èâîñòè âûçâàíû êàê ñåçîííûìè èçìåíåíèÿìè, òàê è äðóãè-

ìè ïðè÷èíàìè. 
Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðîãíîç íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé 

âîçìîæåí ïðè îòñóòñòâèè êîìïåíñàöèè ñåçîííûõ èçìåíåíèé íà 
èíòåðâàëå âðåìåíè íå áîëåå íåñêîëüêèõ íåäåëü, ïðè êîìïåíñà-
öèè æå ñåçîííûõ èçìåíåíèé îí óâåëè÷èâàåòñÿ äî íåñêîëüêèõ 
ìåñÿöåâ. 

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  

êîëåáàíèé ñêîðîñòè âåòðà ðàâåí íåñêîëüêèì ìåñÿöàì. Ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñêîðîñòè âåòðà íà èíòåðâàëàõ âðåìå-
íè, áîëüøåì óêàçàííîãî, èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé 
íåîáîñíîâàíî. 
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Глава 11 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ  

КОЛЕБАНИЙ ТЕМПЕРАТУРЫ 
И СКОРОСТИ ЗВУКА В ТИХОМ ОКЕАНЕ  

 
 
 
 
 

 
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáà-
íèé òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè çâóêà â Òèõîì îêåàíå. Óñòàíîâëåíà 
ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ýòèõ ïðîöåññîâ. 

11.1. РАСПРОСТРАНЕНИЕ  
ГИДРОАКУСТИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
И СКОРОСТЬ ЗВУКА В ОКЕАНЕ 

Ñðåäà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, êàê 
ïðàâèëî, íåîäíîðîäíà è íåñòàöèîíàðíà.  

Íåîäíîðîäíîñòü è íåñòàöèîíàðíîñòü ïðîÿâëÿþòñÿ â òîì, ÷òî 
ñêîðîñòü çâóêà c  îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò x

 è âðåìåíè t : ( , )c c t x


. Åñëè ñðåäà îáëàäàåò, ê òîìó æå, 

ïîãëîùàþùèìè ñâîéñòâàìè, òî ñêîðîñòü çâóêà – êîìïëåêñíàÿ âå-
ëè÷èíà. 

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì. 
Äëÿ íåîäíîðîäíîé íåñòàöèîíàðíîé ïîãëîùàþùåé ñðåäû ïðè 
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ïåðåïàäàõ ïëîòíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 

2
2

2 2

1 ( , )
( , )

( , )

t x
t x

c t x t

 
  




 ,                  (11.1) 

ãäå 
2 2 2

2

2 2 2
1 2 3x x x

  
   

  
 – ëàïëàñèàí, ( , )t x


 – ïîòåíöèàë ñêî-

ðîñòè. 

Â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (áåç ãðàíèö) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

(11.1) çàâèñèò îò çàêîíà èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà âî âðåìåíè è 
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ïðîñòðàíñòâå. Â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

(11.1) îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì çàêîíîì â ðàéîíå íàáëþäåíèÿ è ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè. 

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.1) îïèñûâàþò âîëíîâûå ïðîöåññû, 

«ðàçðåøåííûå» äëÿ äàííûõ óñëîâèé. Êîíêðåòíûé âèä âîëí, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñðåäå, çàâèñèò îò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, 

ïîðîæäàåìûõ èñòî÷íèêîì çâóêà. Åñëè èñòî÷íèê ñîçäàåò îïðåäå-

ëåííóþ âîëíó èç ÷èñëà «ðàçðåøåííûõ», òî îíà áóäåò ðàñïðîñòðà-

íÿòüñÿ, åñëè æå èñòî÷íèê åå íå ñîçäàåò, òî, åñòåñòâåííî, â ñðåäå 

åå íå áóäåò. 

Îêåàí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíóþ è íåñòàöèîíàð-

íóþ ñðåäó. Ñêîðîñòü çâóêà â íåì èçìåíÿåòñÿ ïî ãëóáèíå, çà-

âèñèò îò ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò è ïîäâåðæåíà èçìåíåíèþ 

âî âðåìåíè. 

Èç-çà íåïîñòîÿíñòâà ñêîðîñòè çâóêà ïðîñòðàíñòâî îñâåùàåòñÿ 

íåðàâíîìåðíî. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóþòñÿ çîíû òåíè è êîíâåðãåí-

öèè. Êðîìå òîãî, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå 

ëó÷åé è îáðàçîâàíèå ìíîãîëó÷åâûõ ñèãíàëîâ, à íà íèçêèõ ÷àñòî-

òàõ – ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà ìîä. 

Çíàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà ïî ãëóáèíå (òàê íàçû-

âàåìîãî ñ-ïðîôèëÿ) ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü îñâåùåííîñòü 

ïðîñòðàíñòâà è îïòèìèçèðîâàòü îáðàáîòêó ñèãíàëîâ. 

Ñêîðîñòü çâóêà â îêåàíå çàâèñèò â îñíîâíîì îò òðåõ ïàðà-

ìåòðîâ: òåìïåðàòóðû Ò, ñîëåíîñòè s  è ãëóáèíû h. 

Èçâåñòåí ðÿä ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ ñêîðîñòü çâóêà ÷åðåç 

ýòè ïàðàìåòðû. Îäíîé èç íàèáîëåå òî÷íûõ ñ÷èòàåòñÿ ôîðìóëà 

Ðîññà: 
7 2 5 9 20,01635 1,75 10 2,05 10 8,1 10c h h Th Th           

5 9 22,05 10 ( 35) 2,55 10 ( 35) .s h s h        

Àíàëèç ýòîé çàâèñèìîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå 

èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà âûçûâàþò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû. 

Ïîýòîìó âñå îñîáåííîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ òåìïåðàòóðû (â 

òîì ÷èñëå êàñàþùèåñÿ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè), ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ñêîðîñòü çâóêà. 
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11.2. УСЛОВИЯ ПРОВЕДЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА 
И ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОЛУЧЕННЫХ ДАННЫХ 

Äëÿ îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ñêîðî-
ñòè çâóêà âî âðåìåíè èñïîëüçîâàëèñü çàïèñè òåìïåðàòóðû âîäû â 
Òèõîì îêåàíå, ñäåëàííûå Òèõîîêåàíñêèì îêåàíîëîãè÷åñêèì èí-
ñòèòóòîì èì. Â. È. Èëüè÷åâà Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ â 
ïåðèîä ñ 23.10.2010 ïî 11.05.2011. 

Èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû âîäû ïðîâîäèëèñü â çàëèâå Ïîñüåòà 
ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàð òåðìîäàò÷èêîâ, ðàçíåñåííûõ íà ðàññòîÿíèå 
3,6 êì (ðèñ. 11.1). 

Ãëóáèíà ìåñòà ïîñòàíîâêè òåðìîäàò÷èêîâ – 41,5 è 42 ì. 
Äàò÷èêè ðàñïîëàãàëèñü íà ðàññòîÿíèè 10 è 20 ì îò äíà. Ñíÿòèå 
äàííûõ îñóùåñòâëÿëîñü ñ èíòåðâàëîì 15 ìèí. Â èòîãå çà 
197 äíåé íàáëþäåíèÿ (4730 ÷) ñ ïîìîùüþ êàæäîãî òåðìîäàò÷èêà 

áûëî ïðîâåäåíî 18920K   èçìåðåíèé. ×óâñòâèòåëüíîñòü äàò÷è-

êîâ – 0,025 Ñ. 
Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè ïîêàçàíà íà 

ðèñ. 11.2 (çàïèñè íàëîæåíû äðóã íà äðóãà). 
 

Ðèñ. 11.1. Ìåñòî ïîñòàíîâêè òåðìîäàò÷èêîâ 

 



11.2. Условия проведения эксперимента и основные характери-
стики … 
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Ðèñ. 11.2. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû 
âîäû âî âðåìåíè 

 

Ìãíîâåííûå ñïåêòðû êîëå-
áàíèé òåìïåðàòóðû â äåöèáåëàõ 
êàê ôóíêöèè íîìåðà ñïåê-

òðàëüíîãî îòñ÷åòà k  ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ðèñ. 11.3 è 11.4 (èçâè-
ëèñòûå ëèíèè). Ðàçðåøåíèå ïî 

÷àñòîòå ðàâíî 958,7 10  Ãö. 

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 11.3 
ïðèâåäåíû ñäâèíóòûå âäîëü îñè 

îðäèíàò íà 100 äÁ ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò k  ñòåïåííûõ ôóíê-

öèé 1 / k  , 1,5   (òîëùèíà ëèíèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì  ). 

Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ â îñíîâíîì ñîñðåäîòî÷åíà â 
ïåðâûõ 80–100 ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòàõ. Îñîáåííî ìîùíûìè ÿâ- 

 

 

Ðèñ. 11.3. Ìãíîâåííûå ñïåêòðû êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû äëÿ òåðìîäàò÷èêîâ 
1–4 (à–ã) 
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Ðèñ. 11.4. Ìãíîâåííûå ñïåêòðû êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû â îáëàñòè íèçêèõ 
÷àñòîò äëÿ òåðìîäàò÷èêîâ 1–4 (à–ã) 

 
ëÿþòñÿ ïåðâûå 3–4 îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñåçîííîìó èçìåíå-
íèþ òåìïåðàòóðû. Ïåðâûå äâà îòñ÷åòà íàõîäÿòñÿ íà óðîâíå 90 äÁ. 

Ïðîñëåæèâàþòñÿ ñóòî÷íûå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå 197 
ñïåêòðàëüíîìó îòñ÷åòó, à òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå 8 è 16 ñïåêòðàëüíûì îòñ÷åòàì (0,8 è 0,4 ìåñÿ÷íûì 
öèêëàì), ðÿäó ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ äî 100–150 (öèêëàì ñ ïå-
ðèîäîì ìåíåå 1,3–1,9 ñóòîê) è ðÿäó îòñ÷åòîâ â äèàïàçîíå îò 220 
äî 400 (öèêëàì ñ ïåðèîäîì 12–21,5 ÷). 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò ñïàäàíèå ñïåê-
òðà ñ ÷àñòîòîé õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ 
ïàðàìåòðîì , ïðàêòè÷åñêè âåçäå ïðåâîñõîäÿùèì åäèíèöó. Ïî-
ñêîëüêó ñòåïåííûå ïðîöåññû ñ ïàðàìåòðîì   1 ñòàòèñòè÷åñêè íå-
óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó (ñì. ïàðàãðàô 7.4), òî ìîæ-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èññëåäóåìûå êîëåáàíèÿ òîæå ñòàòèñòè÷å-
ñêè íåóñòîé÷èâû. 
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11.3. ПАРАМЕТРЫ СТАТИСТИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
 КОЛЕБАНИЙ ТЕМПЕРАТУРЫ ВОДЫ В ОКЕАНЕ 

Ñåçîííûå êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû, åñòåñòâåííî, îêàçûâàþò âëèÿ-
íèå íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü. Äëÿ óìåíüøåíèÿ èõ âëèÿíèÿ 
èñõîäíûå äàííûå ïîäâåðãàëèñü íèçêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè, îáåñ-
ïå÷èâàþùåé ðåæåêöèþ ÷åòûðåõ (à â äðóãîì ñëó÷àå ÷åòûðåõñîò) íèç-
êî÷àñòîòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. 

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè * ,N  * ,N  

*
Nh  è *

Nl  êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû, çàðåãèñòðèðîâàííûõ òåðìîäàò-

÷èêàìè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.5–11.7 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. 
Íà ðèñóíêàõ òîëùèíà ýòèõ ëèíèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì íî-
ìåðà òåðìîäàò÷èêà. 

 

 

Ðèñ. 11.5. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 
*
N  (à), *

N  (á), 

*
Nh  (â) è *

Nl  (ã) áåç ðåæåêöèè ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ 
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Ðèñ. 11.6. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (à), *

N  (á), 

*
Nh  (â) è 

*
Nl  (ã) ïðè ðåæåêöèè 4 ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ 

 
Êðèâûå íà ðèñ. 11.5 ïîëó÷åíû áåç ðåæåêöèè ñïåêòðàëüíûõ 

ñîñòàâëÿþùèõ, íà ðèñ. 11.6 – ñ ðåæåêöèåé ïåðâûõ 4 ñîñòàâëÿþ-

ùèõ, à íà ðèñ. 11.7 – ñ ðåæåêöèåé 400 ñîñòàâëÿþùèõ. 

Íà ðèñóíêàõ äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿì èçîáðàæå-

íû çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ ýòàëîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

ñ íåêîððåëèðîâàííûìè îòñ÷åòàìè, ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé è 

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, à øòðèõïóíêòèðíûìè ëè-

íèÿìè – îäíîñèãìîâûå îòêëîíåíèÿ îò ýòàëîííûõ êðèâûõ. 

Èç ðèñ. 11.5 âèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ðåæåêöèè ðàññìàòðè-

âàåìûå ïðîöåññû êðàéíå íåóñòîé÷èâûå. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, 

÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ñâÿçàíà ñ ñåçîííûì èçìåíåíèåì òåìïåðà-

òóðû. Îäíàêî, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ïðè÷èíà íå â ýòîì. Õîòÿ ïðè 

èñïîëüçîâàíèè ðåæåêöèè (ñì. ðèñ. 11.6, 11.7) óñòîé÷èâîñòü íå- 
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Ðèñ. 11.7. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (à), *

N  (á), 

*
Nh  (â) è *

Nl  (ã) ïðè ðåæåêöèè 400 ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ 

 

ñêîëüêî ïîâûøàåòñÿ, íî äàæå ïðè îòáðàñûâàíèè ïåðâûõ 400 

ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîöåññû îñòàþòñÿ ÿâíî ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûìè. Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  

êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû âîäû â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò ñîñòàâ-

ëÿåò â ëó÷øåì ñëó÷àå íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ÷àñîâ. 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé òåì-

ïåðàòóðû â óçêèõ ïîëîñàõ. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â öå-

ëîì êîëåáàíèÿ â óçêèõ ïîëîñàõ ñóùåñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâû, 

÷åì â øèðîêèõ ïîëîñàõ. 

Íà ðèñ. 11.8 äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåíû îöåíêè ïàðàìåòðîâ íå-

óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû 

[270, 340] îòñ÷åòîâ. Â èíòåðâàëå îò 100 äî 500–800 ÷ íàáëþäå-

íèÿ êîëåáàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Ïðè áîëüøåì èíòåðâà- 
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Ðèñ. 11.8. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N  (à), *

N  (á), 

*
Nh  (â) è *

Nl  (ã) äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû [270, 340] îòñ÷åòîâ 

 
ëå íàáëþäåíèÿ îíè íåóñòîé÷èâû. Îäíàêî ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè, íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ 

ïàðàìåòðàì ýòàëîííîé ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè. 

Òî, ÷òî êîëåáàíèÿ â óçêèõ ïîëîñàõ áîëåå óñòîé÷èâû, ÷åì â 

øèðîêèõ, ïîäòâåðæäàþò [Ãîðáàíü, ßðîùóê, 2012] è îöåíêè ïà-

ðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé òåìïåðàòó-

ðû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ òðåòüîêòàâíûõ è ÷åòâåðòüîêòàâíûõ ïîëîñ 

÷àñòîò. 

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â óçêèõ ïîëîñàõ êîëåáàíèÿ ñ 

ïåðèîäîì îò 0,5 äî 2 ÷ è áîëåå 10 ÷ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå. 

Ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè îêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå (íî íå âñå) 

óçêîïîëîñíûå êîëåáàíèÿ ñî ñðåäíèì ïåðèîäîì îò 2 äî 10 ÷. 
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Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî øèðîêîïî-

ëîñíûå êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû âîäû â îêåàíå íîñÿò ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåð. Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè s  ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ÷àñîâ. Óçêîïîëîñíûå êî-

ëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû âîäû ñî ñðåäíèì ïåðèîäîì îò 2 äî 10 ÷ èíî-

ãäà óñòîé÷èâû íà ïðîòÿæåíèè íåäåëü. 

Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèì 

ôàêòîðîì ñêîðîñòè çâóêà â îêåàíå, ýòè âûâîäû â ïîëíîé ìåðå îò-

íîñÿòñÿ è ê ñêîðîñòè çâóêà. 
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Глава 12 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ АС-

ТРОФИЗИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

 
 
 
 
 
 

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èçëó÷å-
íèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. 
Âñå èññëåäîâàííûå êîëåáàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. Íàèáî-
ëåå óñòîé÷èâûìè îêàçàëèñü êîëåáàíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ 
ïóëüñàðà PSRJ 1012+5307. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà âñåì èíòåðâàëå 
íàáëþäåíèÿ ýòè êîëåáàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî îòíîøå-
íèþ ê ñðåäíåìó, íî íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîìó îòêëîíåíèþ. 

12.1. АСТРОФИЗИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ 

Õîòÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé óêàçûâàþò â öåëîì íà 

îãðàíè÷åííûé õàðàêòåð ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 

÷àñòîòû, âîçíèêàåò âîïðîñ: òîëüêî ëè ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷å-

ñêèå êîíñòàíòû ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü èäåàëüíî ñòàòèñòè-

÷åñêè óñòîé÷èâûõ ÿâëåíèé? Âîçìîæíî, ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå 

ïðîöåññû, íåîòëè÷èìûå îò èäåàëüíî ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ. 

Êîñâåííûì óêàçàíèåì, ÷òî òàêèå ïðîöåññû ìîãóò ñóùåñòâî-

âàòü â ïðèðîäå, ñëóæàò ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè êîëåáàíèé êîëè÷åñòâà îñàäêîâ íà ïðîòÿæåíèè äåñÿò-

êîâ ëåò íàáëþäåíèÿ (ñì. ãëàâó 10), ñâèäåòåëüñòâóþùèå î äîñòà-

òî÷íî âûñîêîì óðîâíå èõ ñòàáèëüíîñòè. Õîòÿ êðèâûå ïàðàìåòðîâ 

ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé â íåêîòîðûõ 

ñëó÷àÿõ âûõîäÿò çà ãðàíèöó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî èíòåðâàëà 

îòêëîíåíèÿ îò êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èäåàëüíî óñòîé÷èâîìó 

ïðîöåññó, îäíàêî óõîäÿò íåäàëåêî. 

Åñëè èñêîìûå ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïðîöåññû ñóùåñò-

âóþò, òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, èñêàòü èõ íàäî, ïðåæäå âñåãî, ñðå-

äè èñòî÷íèêîâ êîñìè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ, 

êàê èçâåñòíî, îòëè÷àþòñÿ âûñîêîé ñòàáèëüíîñòüþ ïàðàìåòðîâ. 
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Èññëåäîâàíèþ áûëè ïîäâåðãíóòû ïîòîêè ðåíòãåíîâñêîãî èç-
ëó÷åíèÿ îò òðåõ àñòðîôèçè÷åñêèõ àêêðåöèðóþùèõ èñòî÷íèêîâ 
ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ: GRS 1915+105, Cygnus X-1 è PSRJ 
1012+5307. Äàííûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ âçÿòû íà ñàéòå [All-Sky 
Monitor]. Èçìåðåíèÿ èíòåíñèâíîñòè U ïðîâîäèëèñü â ïåðèîä ñ 
1 ÿíâàðÿ 1996 ã. ïî 31 äåêàáðÿ 2011 ã. Ñðåäíÿÿ ïåðèîäè÷íîñòü 
èçìåðåíèé ñîñòàâëÿëà 2,7 ÷ äëÿ GRS 1915+105, 3 ÷ äëÿ Cygnus 
X-1 è 2,8 ÷ äëÿ PSRJ 1012+5307. 

Ñèñòåìà GRS 1915+105 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çâåçäó-äîíîð ñ ìàñ-

ñîé  1,2 0,2 ,
d

M M    âðàùàþùóþñÿ ñ ïåðèîäîì 33,5 ñóòîê âî-

êðóã áûñòðî âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû ñ ìàññîé  14 4
b

M M    
[Òèìàøåâ, 2007, Greiner, Cuby, McCaughrean, 2001], ãäå M  – ìàñ-

ñà Ñîëíöà. Èçëó÷åíèå ýòîé ñèñòåìû ñîïðîâîæäàåòñÿ ìîùíûìè 
ðåíòãåíîâñêèìè âñïûøêàìè. Ñèñòåìà GRS 1915+105 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê çâåçäíûé àíàëîã àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê, ÷åðïàþùèõ 
ýíåðãèþ èç ñâåðõòÿæåëûõ ÷åðíûõ äûð. 

Ñèñòåìà Cygnus X-1 ñîñòîèò èç [Òèìàøåâ, 2007, Ãíåäèí, 

1997] ñâåðõãèãàíòà ìàññîé  33 9 ,
d

M M    íàáëþäàåìîãî â îï-

òè÷åñêîé ÷àñòè ñïåêòðà, è ÷åðíîé äûðû ìàññîé  16 5 .
b

M M    

Ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå ãåíåðèðóåòñÿ âî âíóòðåííèõ ñëîÿõ ïëîñ-
êîãî ãàçîâîãî äèñêà, îáðàçîâàííîãî â ðåçóëüòàòå ïåðåòåêàíèÿ 
âåùåñòâà îò ñâåðõãèãàíòà â ÷åðíóþ äûðó. 

Èñòî÷íèê PSR J1012+5307 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóëüñàð. 

12.2. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ 
 АСТРОФИЗИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ ПО ОТНОШЕНИЮ К СРЕДНЕМУ 

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èñòî÷íèêîâ 
GRS 1915+105, Cygnus X-1 è PSRJ 1012+5307 ïî äàííûì èçìåðå-
íèé èõ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ (ðèñ. 12.1, à, 12.2, à, 12.3, à) 
ðàññ÷èòûâàëèñü ÑÏÌ (ðèñ. 12.1, á, 12.2, á, 12.3, á) è âûáîðî÷íûå 
ñðåäíèå (ðèñ. 12.1, â, 12.2, â, 12.3, â). 

Íà ðèñ. 12.1, á, 12.2, á, 12.3, á ñïåêòðû èçîáðàæåíû ñïëîøíû-
ìè ëèíèÿìè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïðåäñòàâëåíû 
ñäâèíóòûå âäîëü îñè îðäèíàò äî óðîâíÿ ïåðâîãî îòñ÷åòà ñïåêòðîâ 

ãðàôèêè ñòåïåííûõ ôóíêöèé 1/ f  , 1,4  , f  – ÷àñòîòà. 

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 12.1, á è 12.2, á, îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ èçëó-
÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ GRS 1915+105 è Cygnus X-1 ñîñðåäîòî÷åíà â 
îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû íèçêî- 
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Ðèñ. 12.1. Èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ âî âðåìåíè (à), ÑÏÌ èçëó÷åíèÿ 
(á) è èçìåíåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî âî âðåìåíè (â) èñòî÷íèêà GRS 1915+105 

 

Ðèñ. 12.2. Èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ âî âðåìåíè (à), ÑÏÌ (á) è 
èçìåíåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî âî âðåìåíè (â) èñòî÷íèêà Cygnus X-1 
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Ðèñ. 12.3. Èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ âî âðåìåíè (à), ÑÏÌ èçëó÷å- 
íèÿ (á) è èçìåíåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî âî âðåìåíè (â) ïóëüñàðà 

PSR J1012+5307 
 

÷àñòîòíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñïàäàåò ïðèìåðíî ïî çàêîíó 31/ f . Ïî-

ñêîëüêó ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ñòåïåííîé ÑÏÌ ñ ïàðàìåòðîì 

1  , ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó 

(ñì. ïàðàãðàô 7.4), òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçëó÷åíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ äâóõ èñòî÷íèêîâ íîñèò ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷è-
âûé õàðàêòåð. Ïîäòâåðæäåíèåì òîìó ñëóæàò êðèâûå âûáîðî÷íî-
ãî ñðåäíåãî (ðèñ. 12.1, â è 12.2, â), íå ïðîÿâëÿþùèå òåíäåíöèè ê 
ñòàáèëèçàöèè çíà÷åíèé. 

Â îòëè÷èå îò èñòî÷íèêîâ GRS 1915+105 è Cygnus X-1 ýíåð-
ãèÿ èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà PSR J1012+5307 (ñì. ðèñ. 12.3, á) ðàñïðå-
äåëåíà ðàâíîìåðíî ïî ÷àñòîòå (áëèçêà ê áåëîìó øóìó). Ýòî óêà-
çûâàåò íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü èçëó÷åíèÿ. Ïîäòâåðæäàåò 
ïðåäïîëîæåíèå êðèâàÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî (ðèñ. 12.3, â), êîòî-
ðàÿ ïðîÿâëÿåò ñòðåìëåíèå ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. 
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Ðèñ. 12.4. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  (á) 

è *

Nh  (â) äëÿ èñòî÷íèêà GRS 1915+105 

 

Ðèñ. 12.5. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  (á) è 

*

Nh  (â) äëÿ èñòî÷íèêà Cygnus X-1 
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Ðèñ. 12.6. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N  (à), *

N  (á) è 

*

Nh  (â) äëÿ ïóëüñàðà PSR J1012+5307 

 
Èçëîæåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêîé 

íåóñòîé÷èâîñòè èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêàìè GRS 1915+105 è Cygnus 
X-1 è ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðîì 
PSR J1012+5307 íàõîäÿò ïîäòâåðæäåíèå íà óðîâíå àíàëèçà îöå-
íîê ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 12.4–12.6). 

Íà ðèñ. 12.4–12.6 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû îöåíêè ïà-

ðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N , *

N  è *

Nh  äëÿ òðåõ èñ-

ñëåäóåìûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ, ïóíêòèðíûìè – ïàðàìåòðû ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè N , N  è Nh  äëÿ èäåàëüíîãî óñòîé÷è-

âîãî ïðîöåññà, à òî÷å÷íûìè – îòêëîíåíèÿ íà âåëè÷èíó ÑÊÎ îò íèõ. 
Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-

âîñòè * ,N  *

N  è *

Nh  óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê âûáî-

ðî÷íîìó ñðåäíåìó èçëó÷åíèå èñòî÷íèêà GRS 1915+105 íîñèò ñòà-
òèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé õàðàêòåð íà ïðîòÿæåíèè ïðèìåðíî ìåñÿ-
öà, èñòî÷íèêà Cygnus X-1 – íà ïðîòÿæåíèè íåäåëè, à ïóëüñàðà 
PSR J1012+5307 – íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ (ïî-
ëóòîðà äåñÿòêà ëåò). 
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12.3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ  
АСТРОФИЗИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ В ШИРОКОМ СМЫСЛЕ 

Â ïàðàãðàôå 5.4 ââåäåíî ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè ïðîöåññà â øèðîêîì ñìûñëå, îïðåäåëÿåìîå êàê ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà îäíîâðåìåííî ïî îòíîøåíèþ ê 
ñðåäíåìó è ÑÊÎ. Ïðîöåññû, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëî-
âèþ, íàçâàíû ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè â øèðîêîì ñìûñëå. 

Ïîñêîëüêó èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêîâ GRS 1915+105 è Cygnus X-1 
íîñÿò ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåð ïî îòíîøåíèþ ê âû-
áîðî÷íîìó ñðåäíåìó, î÷åâèäíî, ÷òî èçëó÷åíèÿ ýòèõ èñòî÷íèêîâ 
îêàçûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè â øèðîêîì ñìûñëå. 

Èçëó÷åíèå æå ïóëüñàðà PSR J1012+5307 ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó è ïîýòîìó âîïðîñ 
î ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè åãî èçëó÷å-
íèÿ â øèðîêîì ñìûñëå îñòàåòñÿ îòêðûòûì. 

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà èññëåäîâàëîñü âûáîðî÷íîå ÑÊÎ NZ  èç-

ëó÷åíèÿ ïóëüñàðà. Ïðè ýòîì ðàññ÷èòûâàëèñü è àíàëèçèðîâàëèñü ñî-
îòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 

* ,N  *
N  è *

NH  (ñì. ïàðàãðàô 5.4). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòû ïðîâîäè-

ëèñü íå òîëüêî äëÿ ïóëüñàðà, íî è äëÿ èñòî÷íèêà GRS 1915+105. 
 

 

Ðèñ. 12.7. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ è âûáîðî÷íûõ ÑÊÎ äëÿ 
èñòî÷íèêà GRS 1915+105 (à) è ïóëüñàðà PSR J1012+5307 (á) 
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Ðèñ. 12.8. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *
N , *

N  (à), 

*
N , *

N  (á) è *
Nh , *

NH  (â) äëÿ èñòî÷íèêà GRS 1915+105 

 
Íà ðèñ. 12.7 äëÿ óêàçàííûõ èñòî÷íèêîâ ïðèâåäåíû çàâèñèìî-

ñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ NY  è âûáîðî÷íûõ ÑÊÎ ,NZ  à íà 

ðèñ. 12.8 è 12.9 – ñîîòâåòñòâóþùèå èì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòà-

òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè * ,N  *
N , *

N , *
N  è *

Nh , *
NH . 

Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 12.8 è 12.9 èçîáðàæåíû ïà-

ðàìåòðû N , N  è Nh  äëÿ èäåàëüíîãî óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà, à 

òî÷å÷íûìè – îòêëîíåíèÿ íà âåëè÷èíó ÑÊÎ îò íèõ. 
Èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 12.8 çàâèñèìîñòåé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñ-

òî÷íèêà GRS 1915+105 ñèëüíûå íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó ñîïðîâîæäàþòñÿ çíà÷èòåëü- 
íûìè íàðóøåíèÿìè óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ. Ñòåïåíü 
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Ðèñ. 12.9. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè *

N , *
N  (à),  

*
N , *

N  (á) è *
Nh , *

NH  (â) äëÿ ïóëüñàðà PSR J1012+5307 

 

íàðóøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó âûøå, ÷åì ïî 
îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ. 

Äëÿ èñòî÷íèêà PSRJ 1012+5307 ñèòóàöèÿ èíàÿ (ðèñ. 12.9): õî-
òÿ íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê 
ñðåäíåìó íå íàáëþäàþòñÿ, îäíàêî èìåþò ìåñòî íàðóøåíèÿ óñ-
òîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ. Íà èíòåðâàëå âðåìåíè, ìåíåå 
íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ, îíè íåâåëèêè, îäíàêî íà áîëüøåì èíòåðâà-
ëå âðåìåíè – âåñüìà ñóùåñòâåííû. 

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû, îòìåòèì, ÷òî êîëåáàíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ 
èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ GRS 1915+105, Cygnus X-1 è PSRJ 1012+5307 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû â øèðîêîì ñìûñëå. 

Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè s  êîëåáàíèé èñòî÷íèêà 
Cygnus X-1 ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî íåäåëþ, èñòî÷íèêà GRS 1915+105 – 
ìåñÿö, à ïóëüñàðà PSR J1012+5307 – íåñêîëüêî ìåñÿöåâ. 
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Глава 13 
 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
РАЗЛИЧНЫХ ШУМОВ И ПРОЦЕССОВ  

 
 
 
 
 
Ðàññìîòðåíû ðàçíûå òèïû øóìîâ: öâåòíûå, ôëèêêåð-øóìû, ñà- 
ìîïîäîáíûå (ôðàêòàëüíûå). Îáîáùåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ øóìîâ è ïðîöåññîâ. Èñ-
ñëåäîâàíû ïðè÷èíû íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå ïðîöåññû ìîãóò 
îáðàçîâûâàòüñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè: â ðåçóëüòàòå ïîñòóïëåíèÿ èçâíå 
â îòêðûòóþ ñèñòåìó âåùåñòâà, ýíåðãèè è (èëè) èíôîðìàöèè, íåëè-
íåéíûõ è äàæå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

13.1. ЦВЕТНЫЕ ШУМЫ 

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåàëüíûå øóìû õîðîøî àïïðîêñèìèðóþò-
ñÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè 

êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì 1 f

 ñ ðàçëè÷íûì ïî-

êàçàòåëåì ôîðìû . Øóìû ñ òàêèìè ÑÏÌ èíîãäà íàçûâàþò öâåò-
íûìè. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà   ðàçëè÷àþò ôèîëåòîâûé, 

ñèíèé (ãîëóáîé), áåëûé, ðîçîâûé, êîðè÷íåâûé (êðàñíûé) è ÷åðíûé 
øóìû (òàáë. 13.1). ÑÏÌ îäíîé ÷àñòè ýòèõ øóìîâ ñïàäàåò ñ óâåëè÷å-

íèåì ÷àñòîòû (åñëè 0  ), à äðóãîé – âîçðàñòàåò (åñëè 0  ). 

Ïîñêîëüêó ïðîöåññû ñ ïîêàçàòåëåì ôîðìû 1   – ñòàòèñòè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâûå, à ïðîöåññû ñ ïîêàçàòåëåì ôîðìû 1   – ñòàòèñ- 
 

Ò à á ë è ö à  13.1 

¹ ï/ï Öâåò øóìà 
Ïîêàçàòåëü ôîðìû 

ñïåêòðà  

1 Ôèîëåòîâûé — 2 
2 Ñèíèé (ãîëóáîé) — 1 
3 Áåëûé 0 
4 Ðîçîâûé 1 
5 Êîðè÷íåâûé (êðàñíûé) 2 
6 ×åðíûé > 2 
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òè÷åñêè óñòîé÷èâûå (ñì. ïàðàãðàô 8.2), òî, î÷åâèäíî, ôèîëåòîâûé, 
ñèíèé (ãîëóáîé) è áåëûé øóìû  – ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå, à 
ðîçîâûé, êîðè÷íåâûé (êðàñíûé) è ÷åðíûé øóìû – ñòàòèñòè÷åñêè 
íåóñòîé÷èâûå. 

13.2. ФЛИККЕР-ШУМ 

Ôëèêêåð-øóì (íàçâàíèå ïðåäëîæåíî Øîòòêè [Schottky, 1926]) 
áûë îáíàðóæåí Äæîíñîíîì â ñåðåäèíå äâàäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëî-
ãî ñòîëåòèÿ [Johnson, 1925] ïðè èçó÷åíèè òîêà òåðìîýëåêòðîííîé 
ýìèññèè. Îñîáåííîñòü ýòîãî øóìà â òîì, ÷òî åãî ÑÏÌ âîçðàñòà-

åò ñ ïîíèæåíèåì ÷àñòîòû f  ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê 1 f . 

Ôëèêêåð-øóìó ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, 
[Æèãàëüñêèé, 2003, Êîãàí, 1985]). Èññëåäîâàíèþ ïîäâåðãàëèñü 
ðàçëè÷íûå ìåòàëëû, ïîëóìåòàëëû, ïîëóïðîâîäíèêè, ãàçû, æèä-
êîñòè, ýëåêòðîëèòû, ðàäèîýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà, îäíîðîäíûå 
è íåîäíîðîäíûå ïðîâîäíèêè ïðè âûñîêîé è íèçêîé òåìïåðàòó-
ðå, ïëåíêè è êîíòàêòû, æèâûå è íåæèâûå îáúåêòû è ò. ä. Â ðå-
çóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ôëèê-
êåð-øóì – ÷ðåçâû÷àéíî ðàñïðîñòðàíåííîå ÿâëåíèå, õàðàêòåðíîå 
äëÿ ìíîãèõ ýëåêòðè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ, àêó-
ñòè÷åñêèõ, ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ, ãèäðîôèçè÷åñêèõ, àñòðîôèçè÷å-
ñêèõ è äð. ïðîöåññîâ. Â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò çàâèñèìîñòü 
ÑÏÌ ôëèêêåð-øóìà îò ÷àñòîòû ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó 

1 f

 (â ñâÿçè ñ ÷åì ýòîò øóì èíîãäà íàçûâàþò 1/f  -øóìîì). 

Ôëèêêåð-øóì ìîæåò áûòü ñîñðåäîòî÷åí íå òîëüêî îêîëî íó-
ëåâîé ÷àñòîòû, íî, íàïðèìåð, îêîëî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëå-
áàòåëüíîãî êîíòóðà [Êëèìîíòîâè÷, 2002]. 

Îñîáûé èíòåðåñ ê ôëèêêåð-øóìó âûçâàí òåì, ÷òî åãî äèñ-
ïåðñèÿ çà÷àñòóþ íå çàâèñèò îò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ [Æèãàëü-
ñêèé, 2003, Våssît, 1974], ÷òî âåäåò ê îãðàíè÷åíèþ òî÷íîñòè èç-
ìåðåíèé. Óñòàíîâëåíî [Æèãàëüñêèé, 2003, Gagnepain, Uebersfeld, 
1977], ÷òî äëÿ êâàðöåâûõ ðåçîíàòîðîâ äèñïåðñèÿ ñâÿçàíà ñ äîáðîò- 

íîñòüþ Q  ñîîòíîøåíèåì 4,3124 ln 2Q   (ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà). 

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôëèêêåð-
øóì èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ãàóññîâñêîìó. Èíîãäà (íî 
íå âñåãäà) åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. 

Äî ñèõ ïîð íåò åäèíîãî ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷-

íèêîì ôëèêêåð-øóìà. Ïî âñåé âèäèìîñòè, 1/f  -øóìû îáóñëîâ-
ëåíû ìíîæåñòâîì ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ. Ïî ìíåíèþ ðÿäà èññëå- 
äîâàòåëåé, â òâåðäûõ òåëàõ ôëèêêåð-øóìû èìåþò òåðìîäèíàìè- 
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÷åñêóþ ðàâíîâåñíóþ ïðèðîäó. Íî ñóùåñòâåííóþ ðîëü, íàïðèìåð, 
â ýëåêòðè÷åñêèõ øóìàõ èãðàåò íàëè÷èå è ïåðåìåùåíèå äåôåêòîâ 
â ïðîâîäíèêàõ (èäåÿ, âûñêàçàííàÿ åùå Øîòòêè). 

Ðàçëè÷àþò ðàâíîâåñíûå è íåðàâíîâåñíûå ôëèêêåð-øóìû. ÑÏÌ 
ïåðâûõ, êàê ïðàâèëî, îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì, áëèçêèì ê 1/f, à 

âòîðûõ – 1 f

, ãäå ïîêàçàòåëü ôîðìû ñïåêòðà 2   [Æèãàëü-

ñêèé, 2003]. 
Îòìå÷åíî [Êëèìîíòîâè÷, 2002], ÷òî ôëèêêåð-øóìû ìîãóò 

îáëàäàòü ôðàêòàëüíûì ñâîéñòâîì – ñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîãî 
ñàìîïîäîáèÿ. 

Â äàëüíåéøåì ïîä ôëèêêåð-øóìîì áóäåì ïîíèìàòü ïðîöåññ, 
ÑÏÌ êîòîðîãî àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ 

ïîêàçàòåëåì ôîðìû 0  . 

13.3. ФРАКТАЛЬНЫЕ (САМОПОДОБНЫЕ) ПРОЦЕССЫ 

Èçâåñòíî íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ôðàêòàëüíîãî (ñàìîïîäîáíîãî) 
ïðîöåññà [Øèðÿåâ, 1998, Êðîíîâåð, 2000, Mishura, 2008, Wornell, 
1999]. 

Ïîä ôðàêòàëüíûì â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ( )X t , 

ðàññìàòðèâàåìûì â äàëüíåéøåì, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîöåññ, êîððåëÿ-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ 1 2( , )xK t t  êîòîðîãî ðàâíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-

òåëÿ ra  êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà, ñæàòîãî â a  ðàç: 

   1 2 1 2 1 2 1 2( , ) M ( ) ( ) M ( ) ( ) ( , ),r r
x xK t t X t X t a X at X at a K at at    (13.1) 

ãäå r  — ïàðàìåòð ñàìîïîäîáèÿ. 
Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ôðàêòàëüíîãî ïðîöåññà âûðàæåíèå 

(13.1) èìååò âèä 

   ( ) M ( ) ( ) M ( ( )) ( ) ( ).r r
x xK X t X t a X a t X at a K a          

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ñàìîïî-
äîáèÿ. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ 

0( )
r

xK C


   , 0r  ,                        (13.2) 

óïîìÿíóòàÿ â ïàðàãðàôå 7.2. 
Ôðàêòàëüíûìè ïðîöåññàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, 

 ïðèðàùåíèå êëàññè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæå-
íèÿ (ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà), 

 ïðèðàùåíèå åãî îáîáùåíèÿ, íàçûâàåìîãî ôðàêòàëüíûì áðî-
óíîâñêèì äâèæåíèåì, 
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 ïðîèçâîäíàÿ ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, íàçû-
âàåìàÿ ôðàêòàëüíûì ãàóññîâñêèì øóìîì. 

Ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ( )B t  – ãàóññîâñêèé ïðî-

öåññ, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [Êðîíîâåð, 2000]: 

– (0) 0B   è ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ( )B t  íåïðåðûâ-

íû (ôóíêöèÿ ( )B t  ïî÷òè âñåãäà íåïðåðûâíà); 

– ïðèðàùåíèå 2 1( ) ( )B t B t , 2 1t t  èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé 
2 2 2

2 1( ) H
H t t    , ãäå   – ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, H  – ïàðà-

ìåòð Õåðñòà, 0 1H  . 

Êîãäà ïàðàìåòð Õåðñòà 0,5H  , ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå 

äâèæåíèå âûðîæäàåòñÿ â êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. 
Ïðèðàùåíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (âêëþ÷àÿ ïðèðàùåíèå 

êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ) è ôðàêòàëüíûé ãàóññîâ-
ñêèé øóì ñòàöèîíàðíû. Ïðèðàùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ íåçàâèñèìû, à ïðèðàùåíèÿ íåâûðîæäåííîãî 
ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è îòñ÷åòû ôðàêòàëüíîãî 
ãàóññîâñêîãî øóìà çàâèñèìû. 

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôðàêòàëüíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà 

( )X t  îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì [Øèðÿåâ, 1998, Wornell, 1999] 

2 2 ïðè 0,5,(2 1)
( )

ïðè 0,5,( )

H

x

HH H
K

H

      
  

ãäå ( )   – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. 

Åñëè ïàðàìåòð Õåðñòà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0,5 1H  , 

òî ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ ÑÏÌ, îïèñûâàåìîé âûðàæåíèåì 

( ) 1xS f f
 , ãäå 2 1H   , 0 1   . 

Ïðè 0 0,5H   ( 1 0    ) ïðîöåññ íå èìååò êîíêðåòíîé 

ÑÏÌ, à ïðè 0,5H   ( 0  ) ïðåâðàùàåòñÿ â áåëûé ãàóññîâñêèé 

øóì. 

Ïðè 1 0     èìååò ìåñòî îòðèöàòåëüíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó 

îòñ÷åòàìè (ïðîöåññ àíòèïåðñèñòåíòíûé), ïðè 0   êîððåëÿöèÿ 

îòñóòñòâóåò, à ïðè 0 1    îíà ïîëîæèòåëüíàÿ (ïðîöåññ ïåðñè-

ñòåíòíûé). 
Â ïàðàãðàôå 7.5 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññû ñî ñòåïåííîé ÑÏÌ, 

ó êîòîðûõ ïàðàìåòð ôîðìû 1  , ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû ïî  
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îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, à ó êîòîðûõ ïàðàìåòð 1   – ñòàòèñòè-

÷åñêè óñòîé÷èâû. 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñàìîïîäîáíûå ïðîöåññû (àíòèïåðñèñòåíò-

íûå è ïåðñèñòåíòíûå) ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî îòíîøåíèþ 
ê ñðåäíåìó. 

Îòìåòèì, ÷òî íå âñå ñàìîïîäîáíûå ïðîöåññû èìåþò êîððåëÿöè-
îííóþ ôóíêöèþ, îïèñûâàåìóþ ñòåïåííûì çàêîíîì. Â êà÷åñòâå 
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ñ êîððåëÿöè-

îííûìè ôóíêöèÿìè 1 2 1 2( , ) ( )r
xK t t mt nt   è / 2 / 2

1 2 0 1 2( , ) r r
xK t t C t t , 

óäîâëåòâîðÿþùèå òåì íå ìåíåå óðàâíåíèþ ñàìîïîäîáèÿ, ãäå ,m n  – 

êîíñòàíòû. 

13.4. ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗЛИЧНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 7.5 è 13.1–13.3, êàñàþùèåñÿ 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, 
îïèñûâàåìûõ ñòåïåííîé ÑÏÌ, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 13.1. 

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, ÷òî 

 ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòü 
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, ÷àñòü ôëèêêåð-øóìîâ, à òàêæå ðîçî-
âûé, êîðè÷íåâûé è ÷åðíûé øóìû; 

 

 

Ðèñ. 13.1. Ïðîöåññû ñî ñòåïåííîé ÑÏÌ 
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 ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ïðî-
öåññû, ÷àñòü íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, ôðàêòàëüíûé ãàóññîâ-
ñêèé øóì, ÷àñòü ôëèêêåð-øóìîâ, à òàêæå ôèîëåòîâûé, ñèíèé è 
áåëûé øóìû. 

Ñèñòåìàòèçèðîâàííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðå-
äûäóùèõ ãëàâàõ, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 13.2–13.4. 

Òàáë. 13.2 ñîäåðæèò ïåðå÷åíü ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïðî-
öåññîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, òàáë. 13.3 – ñòàòèñòè÷åñêè íåóñ-
òîé÷èâûõ ïðîöåññîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó, à òàáë. 13.4 – ïå-
ðå÷åíü ðåàëüíûõ êîëåáàíèé ñ óêàçàíèåì äëÿ êàæäîãî èç íèõ îöåíêè 
èíòåðâàëà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Âñå ýòè îöåíêè, çà èñêëþ-
÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôå 9 òàáë. 13.4, êàñàþòñÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó. Îöåíêà æå â ãðàôå 9 
êàñàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðîöåññû, ïåðå÷èñëåííûå â òàáë. 13.2 è 
13.3, ÿâëÿþòñÿ íå ðåàëüíûìè ïðîöåññàìè, à ñòîõàñòè÷åñêèìè è äå-
òåðìèíèðîâàííûìè ìîäåëÿìè. 

Âñå èññëåäîâàííûå ðåàëüíûå ïðîöåññû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 13.4, 
ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè ïðîöåññàìè. 

Íàèìåíåå óñòîé÷èâû – êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé ýëåê-
òðîñåòè è êîëåáàíèÿ êóðñà âàëþò. Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé ëåæèò â ðàéîíå ÷àñà. Íàèáîëåå óñ-
òîé÷èâû – êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ. Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé (ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó) 
ñîñòàâëÿåò ìíîãèå äåñÿòêè ëåò. 

 

Ò à á ë è ö à  13.2 

¹ ï/ï Ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïðîöåññû 

1 Ôèîëåòîâûé, ñèíèé è áåëûé øóìû 

2 Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû 

3 Ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé øóì 

4 Ðàâíîâåñíûé ôëèêêåð-øóì (øóì ñî ñòåïåííîé ÑÏÌ, ïîêàçà-

òåëü ôîðìû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 1   ) 

5 Ïåðèîäè÷åñêèå äåòåðìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ 
(â ÷àñòíîñòè ãàðìîíè÷åñêèå) 

6 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ó êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 
îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé 

7 Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ó êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 
èìååò ñêà÷êîîáðàçíûå ïåðèîäè÷åñêèå âñïëåñêè 
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Ò à á ë è ö à  13.3 

¹ ï/ï Ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå ïðîöåññû 

1 Ðîçîâûé, êîðè÷íåâûé è ÷åðíûé øóìû 
2 Íåðàâíîâåñíûé ôëèêêåð-øóì (øóì ñî ñòåïåííîé ÑÏÌ, ïîêà-

çàòåëü ôîðìû êîòîðîãî 1  ) 

3 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñâåðõíèçêîé ÷àñòîòîé èçìåíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

4 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ñîäåðæà-
ùèì ðÿä ñèëüíî îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ïî ÷àñòîòå ãàðìîíèê 

5 Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ àïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì 

6 Ìíîæåñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ïðîöåñ-
ñîâ, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè (1.9) è (1.10) 

 

Ò à á ë è ö à  13.4 

¹ ï/ï Ðåàëüíûå êîëåáàíèÿ 
Èíòåðâàë ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè 

1 Êîëåáàíèå íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé  
ýëåêòðîñåòè 

Ïîðÿäêà 1 ÷ 

2 Êîëåáàíèÿ êóðñà âàëþò Ïîðÿäêà 1 ÷ 
3 Êîëåáàíèÿ âûñîòû âîëí è ïåðèîäà èõ 

ñëåäîâàíèÿ 
Ïîðÿäêà ïîëóñóòîê 

4 Êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè 
çâóêà â îêåàíå 

Äåñÿòêè ÷àñîâ 
 

5 Êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ 
àñòðîôèçè÷åñêîãî èñòî÷íèêà Cygnus X-1 

Ïîðÿäêà íåäåëè 
 

6 Êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû âîçäóõà Íåñêîëüêî íåäåëü 
7 Êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ àñò-

ðîôèçè÷åñêîãî èñòî÷íèêà GRS 1915+105 
Ïîðÿäêà ìåñÿöà 
 

8 Óçêîïîëîñíûå êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû 
âîäû â îêåàíå ñî ñðåäíèì ïåðèîäîì îò 
2 äî 10 ÷ 

Íåñêîëüêî íåäåëü 

9 Êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ 
ïóëüñàðà PSR J1012+5307 

Íåñêîëüêî ìåñÿöåâ 
 

10 Êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè âåòðà Íåñêîëüêî ìåñÿöåâ 
11 Êîëåáàíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè Íåñêîëüêî ìåñÿöåâ 
12 Êîëåáàíèÿ êîëè÷åñòâà îñàäêîâ Ìíîãèå äåñÿòêè ëåò 

 

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå îöåíêè èíòåðâàëîâ ñòàòèñòè÷å-

ñêîé óñòîé÷èâîñòè íîñÿò îðèåíòèðîâî÷íûé õàðàêòåð. Äëÿ ðàç-

íûõ ñîâîêóïíîñòåé ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèé îíè ìîãóò ñóùåñò-

âåííî ðàçëè÷àòüñÿ. 
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Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì îïèñàííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òî, 
÷òî âñå ðàññìîòðåííûå ðåàëüíûå ïðîöåññû (âçÿòûå ïðîèçâîëüíî èç 
ðàçíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ è îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ðàçíîé ôè-
çè÷åñêîé ïðèðîäû) ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. Ýòî ïîçâîëÿåò 
âûäâèíóòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âñå ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. 

13.5. ПРИЧИНЫ НАРУШЕНИЯ 
 СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôàêòîðîâ, âûçûâàþùèõ íàðóøåíèå 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Îäèí èç íèõ – ïîñòóïëåíèå èçâíå âåùåñòâà, ýíåðãèè è (èëè) 
èíôîðìàöèè. Èõ ïîòîê â îòêðûòóþ ñèñòåìó ïîðîæäàåò è ïèòàåò 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå íåðàâíîâåñíûå ôëèêêåð-øóìû. 

Ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûå øóìû ìîãóò âîçíèêíóòü â ðå-
çóëüòàòå ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè äåòåêòèðîâà-
íèè, íàïðèìåð, àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà â åãî ñïåê-
òðå, êàê èçâåñòíî, ïðèñóòñòâóþò ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå, ñî-
îòâåòñòâóþùèå îãèáàþùåé ðàäèîñèãíàëà. Åñëè ÑÏÌ îãèáàþùåé 

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé òèïà 1/ f  , ãäå 1  , òî ïîñëå ïîäàâëåíèÿ 

âûñîêî÷àñòîòíîé íåñóùåé îòôèëüòðîâàííûé ïðîöåññ îêàçûâàåòñÿ 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. 

Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî øèðîêîïîëîñíûé ñòàòè-
ñòè÷åñêè óñòîé÷èâûé øóì äàæå ïðè ëèíåéíîé íèçêî÷àñòîòíîé ôèëü-
òðàöèè ìîæåò ñòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì. 

Ïðèìåð òàêîé ôèëüòðàöèè – èíòåãðèðîâàíèå. Ïðè èíòåãðè-

ðîâàíèè ïðîöåññà ( )X t  ïîëó÷àåòñÿ ïðîöåññ ( )Y t , ÑÏÌ ( )yS f  

êîòîðîãî ñâÿçàíà ñî ÑÏÌ ( )xS f  èñõîäíîãî ïðîöåññà èçâåñòíûì 

ñîîòíîøåíèåì: 

2 2

( )
( )

4

x
y

S f
S f

f



. 

Íàëè÷èå òàêîé ñâÿçè ìåæäó ñïåêòðàìè ( )yS f  è ( )xS f  ïðèâîäèò ê 

òîìó, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûå øóìû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äèàïàçîíó îò áåëîãî âêëþ÷èòåëüíî äî ðîçîâîãî, ïîñëå 
èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ñòàòèñòè÷åñêè íåóñ-
òîé÷èâûìè øóìàìè è ðàñïîëàãàþòñÿ â êîðè÷íåâî-÷åðíîé îáëàñòè 
(ñì. ðèñ. 13.1). 
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ОСНОВЫ ТЕОРИИ  
ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ  

ЯВЛЕНИЙ 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ãëàâíûì èòîãîì îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåé ÷àñòè ìîíîãðàôèè 

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ôàêòà 

îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ 

ðàññìîòðåííûõ  ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôèçè÷åñêèé, 

ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íîñèò îãðàíè÷åííûé õà-

ðàêòåð. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ñòèìóëèðîâàëè ðàçðàáîòêó 

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â óñëî-

âèÿõ îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ðåçóëüòàòå 

áûëà ðàçðàáîòàíà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àé-

íûõ ÿâëåíèé [Ãîðáàíü, 2007 (1), 2011 (1)], îðèåíòèðîâàííàÿ íà 

îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé (ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è 

ïîëåé) ñ ó÷åòîì íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 

Â îñíîâå ýòîé òåîðèè ëåæèò èäåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåàëüíûõ 

ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïîëåé ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿ-

ìè, â êîòîðûõ âìåñòî êîíêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïàðàìåòðîâ è 

õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ è õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì âîçìîæíûì âà-

ðèàíòàì óñëîâèé. 

Ïîÿñíåíèå èñõîäíûõ áàçîâûõ ïîíÿòèé ýòîé òåîðèè, òàêèõ 

êàê ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ãèïåð-

ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, áûëè äàíû â ïàðàãðàôå 2.5. 

Â ãëàâàõ ñ 14 ïî 21 â ñæàòîì âèäå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëî-

æåíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Áîëåå äåòàëüíî îíà ðàñ-

ñìîòðåíà â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìîíîãðàôèÿõ [Ãîðáàíü, 2007 

(1), 2011 (1)]. 

 

ЧАСТЬ IIІ 
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Глава 14 
 

ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ  

 
 
 
 
 
 
 

 
Ââåäåíî ïîíÿòèå ãèïåðñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó-
÷àéíîãî ñîáûòèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè è ãðàíèöû âå-
ðîÿòíîñòåé. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ýòèõ ïàðàìåòðîâ. 

14.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОНЯТИЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНОГО СОБЫТИЯ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ìà-

òåìàòè÷åñêèé îáúåêò, çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè òåòðàäîé  ( , , , )gG P , 

ãäå   – ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé  ,   – -àëãåá-

ðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé (áîðåëåâñêîå ïîëå) è gP  – âåðîÿòíîñòíàÿ 

ìåðà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè g G . 

Ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì 
ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, çàâèñÿùèõ îò óñëîâèé g. Äëÿ êàæäîãî g-ãî 
âõîäÿùåãî â ýòî ìíîæåñòâî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ îïðåäåëåíà âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà gP , íî äëÿ óñëîâèé g  ìåðà íå îïðåäåëåíà. 

Ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå A  õàðàêòåðèçóåòñÿ íå îäíîé âåðî-

ÿòíîñòüþ, à ìíîæåñòâîì âåðîÿòíîñòåé ( / )P A g , g G . Ýòî 

ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé îáåñïå÷èâàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå 
ãèïåðñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ. 

Ìåíåå ïîëíî ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå A  ìîæåò áûòü îõàðàê-

òåðèçîâàíî âåðõíåé ( )SP A  è íèæíåé ( )IP A  ãðàíèöàìè âåðîÿòíîñòè 

(ãðàíèöàìè âåðîÿòíîñòè) (ðèñ. 14.1), îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè 


 ( ) sup ( / ), ( ) inf ( / ).S I

g Gg G

P A P A g P A P A g          (14.1) 

Èñïîëüçóÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå 

A  ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîáûòèå, ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ êîòîðîãî 

( )Np A  ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïûòîâ N  íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ (íå 

ñõîäèòñÿ) è ïðè  N  íå èìååò ïðåäåëà. 
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Ðèñ. 14.1. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Ð (À/g) 
(ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì) è ãðàíèöû 

âåðîÿòíîñòè ( )SP A , ( )IP A  (ñîîòâåòñò-

âóþùèå òî÷å÷íûì ëèíèÿì) ãèïåðñëó- 

÷àéíîãî ñîáûòèÿ A  

 
Åñëè ìíîæåñòâî óñëîâèé ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà 

(  constg ), ýòè ãðàíèöû ñîâïàäàþò. Òîãäà ãèïåðñëó÷àéíîå ñîáûòèå 

âûðîæäàåòñÿ â ñëó÷àéíîå. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà  ( ) ( ) ( )S IP A P A P A  

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A . 

14.2. СВОЙСТВА ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ 

Íà îñíîâå àêñèîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [Êîëìîãîðîâ, 1974] 
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 

1)                           ( ) 0, ( ) 0;S IP A P A                    (14.2) 

2) äëÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé 

   ( ) ( ), ( ) ( );S n S n I n I n
n nn n

P A P A P A P A        (14.3) 

3)                         ( ) ( ) 1.S IP P                              (14.4) 

Èç âûðàæåíèé (14.1)–(14.4) ñëåäóåò, ÷òî ( )SP A  è ( )IP A  ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé íîðìèðîâàííûå ïîëóìåðû, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì 
àêñèîìàì ìåðû, çà èñêëþ÷åíèåì àêñèîì àääèòèâíîñòè è ñ÷åòíîé 
àääèòèâíîñòè. Ïðè ýòîì 

       0 ( ) 1, 0 ( ) 1, ( ) ( ) 0.S I S IP A P A P P      

Äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû: 

4) åñëè  1m mA A ,  1,m  òî 

 
  

1 1

( ) ( ), ( ) ( ),
M M

S m S M I m I M
m m

P A P A P A P A          (14.5) 






1

( ) lim ( )S m S M
Mm

P A P A ; 

5) åñëè  1m mA A ,  1,m  òî 
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 
  

1 1

( ) ( ), ( ) ( ),
M M

S m S M I m I M
m m

P A P A P A P A         (14.6) 

1
( ) lim ( )I m I M

Mm
P A P A




 1. 

Äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé 1A  è 2A  ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà 

   1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),S S S IP A A P A P A P A A            (14.7) 

   1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),I I I SP A A P A P A P A A           (14.8) 

àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèþ, îïèñûâàþùåìó òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ 
ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé: 

   1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ).P A A P A P A P A A  

Îòìåòèì, ÷òî êîãäà ñîáûòèÿ 1A  è 2A  íåñîâìåñòíûå, òî 

1 2( ) 0SP A A , 1 2( ) 0IP A A  è èç âûðàæåíèé (14.7), (14.8) ñëå-

äóåò 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ),S S SP A A P A P A  

 1 2 1 2( ) ( ) ( ).I I IP A A P A P A                  (14.9) 

Êîãäà 1 2A A , òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (14.5) 

  1 2 2 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )S S I IP A A P A P A A P A . 

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé 1A  è 2A  ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà 

 1 2 1 2 1 1( ) ( ) ( ), ( ( ) 0),S S S SP A A P A P A A P A  

 1 2 1 2 1 1( ) ( ) ( ), ( ( ) 0),I I I IP A A P A P A A P A        (14.10) 

àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèþ 

                                                 
1 Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëû 

1
( ) lim ( )I m I MMm

P A P A



 , 

1
( ) lim ( )S m S MMm

P A P A



  

äëÿ ñîîòâåòñòâåííî 1m mA A   è 1m mA A   ( 1m  ) íåâåðíû. Íà ýòî îáðà-

òèë âíèìàíèå àâòîðà Â.Í. Òóòóáàëèí. 



14.3. Аналоги формулы полной вероятности и теоремы гипотез 
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1 2 1 2 1( ) ( ) ( ),P A A P A P A A  

îïèñûâàþùåìó òåîðåìó óìíîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ïðè 

1( ) 0P A . Â äàííîì ñëó÷àå ïîä 2 1( )SP A A  è 2 1( )IP A A  ïîäðàçó-

ìåâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñ-

òè ñîáûòèÿ 2A  ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå 1A . 

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ 1A  è 2A  íàçûâàþòñÿ 

íåçàâèñèìûìè, åñëè ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñî-
áûòèé ôàêòîðèçóþòñÿ: 

  1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).S S S I I IP A A P A P A P A A P A P A  (14.11) 

Ñìûñë ôîðìóë (14.11) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íåçàâèñèìûõ 

ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿõ 1A  è 2A  ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñîáûòèé îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü ãðàíèöàìè ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáûòèÿ 1A  è ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

ñîáûòèÿ 2A . Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî, ïðîèçîøëî èëè íå ïðî-    

èçîøëî ñîáûòèå 1A  äî âûÿñíåíèÿ, êàêîâû ãðàíèöû ñîáûòèÿ 2A , è 

ïðîèçîøëî èëè íå ïðîèçîøëî ñîáûòèå 2A  äî âûÿñíåíèÿ, êàêîâû 

ãðàíèöû ñîáûòèÿ 1A . Ðåçóëüòàò áóäåò îäèí è òîò æå. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ 1A  è 2A  íàçûâàþòñÿ 

íåçàâèñèìûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, åñëè äëÿ âñåõ g G  óñëîâíûå 

âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñîáûòèé ôàêòîðèçóþòñÿ: 

1 2 1 2( / ) ( / ) ( / ).P A A g P A g P A g  

Íåçàâèñèìûå ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è íåçàâèñèìûå ïðè 
âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ – ðàçíûå ïîíÿòèÿ. Èç íå-
çàâèñèìîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ íå ñëå-
äóåò èõ íåçàâèñèìîñòü è, íàîáîðîò, èç íåçàâèñèìîñòè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ñîáûòèé íå ñëåäóåò èõ íåçàâèñèìîñòü ïðè âñåõ óñëîâèÿõ. 

14.3. АНАЛОГИ ФОРМУЛЫ ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ 
И ТЕОРЕМЫ ГИПОТЕЗ 

Àíàëîãàìè ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è òåîðåìû ãèïîòåç 
(òåîðåìû Áàéåñà) òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñëóæàò ñëåäóþùèå òåîðåìû. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñîáûòèå A  ìîæåò ïðîèçîéòè ñîâìåñòíî ñ 

îäíèì è òîëüêî îäíèì ñîáûòèåì 1 , , MH H , îáðàçóþùèì ïîë-

íóþ ãðóïïó íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé (ãèïîòåç). Òîãäà 



Глава 14. Гиперслучайные события 
 

 

 172 



 
1

( ) ( ) ( ),
M

S S m S m
m

P A P H P A H  



 
1

( ) ( ) ( ).
M

I I m I m
m

P A P H P A H  

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 2, ,H H  – ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñîâìåñò-

íûõ ñîáûòèé (ãèïîòåç), îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó. Òîãäà äëÿ 

êàæäîé ïàðû ñîáûòèé ( , )mH A  ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 





 





1

( ) ( ) ( )
( ) ,

( )
( ) ( )

S m S m S m
S m

I
I m I m

m

P H A P H P A H
P H A

P A
P H P A H

 





 




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( ) ( ) ( )
( ) .
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( ) ( )

I m I m I m
I m
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Глава 15 
 

СКАЛЯРНЫЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ 
ВЕЛИЧИНЫ  

 
 
 
 
 
 
 
 
Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ åå 
îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äàþùèå 
èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), ãðàíèöû ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ìîìåíòû, à òàêæå ãðàíèöû ìîìåíòîâ. 
Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ. 

15.1. УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
И МОМЕНТЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКАЛЯРНОЙ 

ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Õ íàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàí-

ñòâå  ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé , äëÿ êîòîðîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ 

óñëîâèÿõ íàáëþäåíèÿ g G  îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, íî 

äëÿ óñëîâèé íàáëþäåíèÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íå îïðåäåëåíà. 
Êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çíà÷åíèÿ x  ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ íåêîòî-

ðîé ôóíêöèè ( )x    , ãäå  . 

Ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíî-

æåñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /X g :   /X X g G . 

Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè òàê, êàê âåêòîðíûå âåëè÷èíû – ñî ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíà-

ìè: âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ìíîæåñòâîì ñêàëÿðíûõ âå-

ëè÷èí; ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà 

ìíîæåñòâîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. ×àñòíûì ñëó÷àåì âåêòîðà ÿâ-

ëÿåòñÿ ñêàëÿð, ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû – 

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ 
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Ðèñ. 15.1. Ìíîæåñòâî óñëîâíûõ ôóíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x  (òîíêèå 

ëèíèè) è ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ( )SxF x , ( )IxF x (æèðíûå ëèíèè) 

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  

 
âåëè÷èí /X g  ( )g G , íàïðèìåð, óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

(ðèñ. 15.1): 

  ( / ) /F x g P X x g , 

ãäå   /P X x g  – âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà X x  

â óñëîâèÿõ g , óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 

( / )
( / )

dF x g
f x g

dx


1

, 

óñëîâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè 

( / ) ( / )exp( )Q j g f x g j x dx




   , 

îáðàçóþùèå ôóíêöèè ìîìåíòîâ, ôóíêöèè ôàêòîðèàëüíûõ ìîìåí-
òîâ è äð. 

Â äàëüíåéøåì íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè óñëîâ-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé 
è óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü 

äðóãèå, ýêâèâàëåíòíûå èì – / ( )x gF x , / ( )x gf x , / ( )j gQ j  . 

Íàèáîëåå ïîëíî îïèñûâàåò ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ôóíê-  

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF x , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìíîæåñòâî óñëîâ-

íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x  äëÿ âñåõ g G :  ( )xF x   

/{ ( ), }x gF x g G  . 

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF x  ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê 

ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, âåòâè êîòîðîé – óñëîâíûå ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðàáîòû ñ ìíîãîçíà÷íû-
ìè ôóíêöèÿìè ïðèâåäåí äàëåå â ãëàâå 24. 

                                                 
1 Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíû èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíû. 

 



15.2. Границы функции распределения и моменты границ ска-
лярной … 

 

 

 175 

Ìåíåå ïîëíîå îïèñàíèå îáåñïå÷èâàþò ìíîæåñòâà öåíòðàëüíûõ 
è íåöåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /X g   g G , â 

÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé: 

/ M[ / ] ( / )x gm X g x f x g dx




   , 

ìíîæåñòâà óñëîâíûõ äèñïåðñèé: 
2

/ /D[ / ] M[( / ) ]x g x gD X g X g m    

è ïð., ãäå M[]  è D[]  – îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è 

äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâåííî. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû òàêæå äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû. 

15.2. ГРАНИЦЫ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
И МОМЕНТЫ ГРАНИЦ СКАЛЯРНОЙ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ 

ВЕЛИЧИНЫ 

Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå äàþò ôóíê-
öèè 

 ( ) sup / sup ( / ),S
g G g G

F x P X x g F x g
 

    

 ( ) inf / inf ( / )I
g G g G

F x P X x g F x g
 

              (15.1) 

– ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè âûïîë-

íåíèÿ óñëîâèÿ X x  (ãðàíèöû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ( / )F x g ). 

Â äàëüíåéøåì íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè ãðà-
íèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ 

( ), ( )Sx IxF x F x , â êîòîðûõ ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíèö ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïîä÷åðêíóòà 
ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñîì (ñì. ðèñ. 15.1). 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ( )F x  ìîãëà áûòü ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íåóáûâàþùåé ïðè âñåõ x , íåïðåðûâíîé 

ñëåâà è èìåëà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ  ( ) 0F ,  ( ) 1F  [Ãíå-

äåíêî, Êîëìîãîðîâ, 1949]. 

Ðàññìîòðèì ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X  ñî ñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè /X g , îïèñûâàåìûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

( / )F x g  ( )g G . Âñå ýòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåóáûâàþùèå, 
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íåïðåðûâíûå ñëåâà è èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ëèáî íóëþ, 
ëèáî åäèíèöå. Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû òàêæå óäîâëåòâîðÿþò âñåì ýòèì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó 
ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêèõ âèðòóàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Êðîìå òîãî, ( ) ( )S IF x F x , ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè ãèïåð- 

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ãðàíèöû ñîâïàäàþò 
è ðàâíû íóëþ, à ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè (åñëè îíî ñóùåñ-
òâóåò) ãðàíèöû ñîâïàäàþò è ðàâíû åäèíèöå. 

Ìåæäó ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïîëîæåíà çîíà 
íåîïðåäåëåííîñòè. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííóþ, ñëó÷àéíóþ è 
èíòåðâàëüíóþ âåëè÷èíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó-
÷àè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. ïàðàãðàô 3.4). 

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé, åñëè íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ãðàíèöû åå ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíû è ñóùåñòâóþò èõ êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûå ïðîèçâîäíûå. 

Äëÿ íåïðåðûâíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû àíàëîãàìè ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñëóæàò ïëîòíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö: 

( ) ( )
( ) , ( ) ,S I

S I

dF x dF x
f x f x

dx dx
                (15.2) 

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîèçâîäíûå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Èñïîëüçóÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè -ôóíêöèþ, 
ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö íå òîëüêî 
äëÿ íåïðåðûâíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íî è äëÿ òåõ, ó êîòî-
ðûõ ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êó-
ñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. 

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 

Àíàëîãàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ìîãóò ñëóæèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàíèö ãèïåðñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö: 

( ) ( ) exp( ) ,S SQ j f x j x dx




    

( ) ( ) exp( ) .I IQ j f x j x dx




                     (15.3) 
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàíèö îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: îíè îãðàíè-

÷åíû ( ( ) (0) 1,S SQ j Q    ( ) (0) 1I IQ j Q   ) è â ñëó÷àå âåùåñ-

òâåííûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîìïëåê-

ñíîé ñîïðÿæåííîñòè ( ( )SQ j   ( )SQ j  , ( ) ( )I IQ j Q j    ) 

(çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). 
Îòìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö è õàðàêòåðèñ-

òè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàíèö îïðåäåëÿþò çîíó íåîïðåäåëåííîñòè, 
îäíàêî õàðàêòåðèçóþò åå íå ñòîëü íàãëÿäíî, êàê ãðàíèöû ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Èíôîðìàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ãðàíèö 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: 

 0( ) ( ( ) ( )) / 2S IF x F x F x . 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû ìîìåíòû ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ: ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 
ãðàíèö, äèñïåðñèè ãðàíèö, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ 
ãðàíèö è äð. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö  M ( )S X ,  

 M ( )I X  ôóíêöèè ( )X  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ñ ïëîòíîñ-

òÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ( )Sf x , ( )If x  íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëû 

 M ( ) ( ) ( ) ,S SX x f x dx




    

 M ( ) ( ) ( ) .I IX x f x dx




                     (15.4) 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ñóùåñòâóþò íå âñåãäà: òîëü-
êî êîãäà ñóùåñòâóþò (â ñìûñëå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) èíòåã-
ðàëû (15.4). 

Èç âûðàæåíèé (15.3), (15.4) âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå 
ôóíêöèè ãðàíèö – ýòî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö êîìïëåê-

ñíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû exp( )j X . Èç âûðàæåíèé (15.4) 

ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Sxm , Ixm  ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû Õ, ïðåäñòàâëÿåìûå êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ãðàíèö ôóíêöèè ( )X X  , îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 
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   M ( ) , M ( )Sx S S Ix I Im X x f x dx m X x f x dx
 

 

          (15.5) 

(ñì. ðèñ. 15.1). 

Äëÿ âåùåñòâåííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  äèñïåðñèè 
ãðàíèö SxD  è IxD  îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

2 2M ( ) , M ( ) ,Sx S Sx Ix I IxD X m D X m                 (15.6) 

à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ãðàíèö Sx  è Ix  – êàê 

   , .Sx Sx Ix IxD D                       (15.7) 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Sxm  è Ixm  ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû X  õàðàêòåðèçóþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ Õ, ðàññ÷èòàííûå 
äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ. Äèñïåðñèè ãðàíèö 

SxD  è IxD  âåëè÷èíû Õ, à òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíå-

íèÿ ãðàíèö Sx  è Ix  âåëè÷èíû X  õàðàêòåðèçóþò ðàçáðîñ çíà-

÷åíèé X  îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèé Sxm  è Ixm . 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íå-

ðàâåíñòâîì Sx Ixm m . Ðàâåíñòâî, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî òîãäà, 

êîãäà ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  âûðîæäàåòñÿ â ñëó÷àéíóþ âå-

ëè÷èíó. Äèñïåðñèÿ âåðõíåé ãðàíèöû SxD  ìîæåò áûòü áîëüøå, 

ìåíüøå èëè ðàâíà äèñïåðñèè íèæíåé ãðàíèöû IxD . 

Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçóþò òàêæå 
ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö ôóíêöèè φ ( )X , îïðåäå-

ëÿåìîå êàê 

     0M ( ) = (M ( ) + M ( ) ) / 2S IX X X   , 

ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû Õ, îïðåäåëÿåìîå êàê  0 ( ) / 2x Sx Ixm m m , ñðåäíåå äèñïåðñèé 

ãðàíèö 2

0 0 0M ( )x xD X m     è ñðåäíåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îò-

êëîíåíèé ãðàíèö  0 0x xD . 

Ïðåäñòàâëåíèå î ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå äàþò è äðóãèå õà-

ðàêòåðèñòèêè, â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíûå ìîìåíòû ãðàíèö νSxm  è 

νIxm  -ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûå êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ãðàíèö ôóíêöèè ( )X X   , öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ãðàíèö Sx  è  
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Ix  -ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûå êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèö ôóíêöèé ( ) ( )SxX X m     è ( )X   

( )IxX m   , è äð. 

15.3. ГРАНИЦЫ ВЕРОЯТНОСТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
И ГРАНИЦЫ МОМЕНТОВ СКАЛЯРНОЙ 

ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèìåíÿþò òàêæå õà-
ðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû, íå îñíîâàííûå íà ãðàíèöàõ ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð, ãðàíèöû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, îï-

ðåäåëÿåìûå äëÿ ñêàëÿðíîé âåùåñòâåííîé âåëè÷èíû X  ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: 


 ( ) sup ( / ), ( ) inf ( / )s i

g Gg G

f x f x g f x f x g , 

ãäå ( / )f x g  – ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû X  ïðè óñëîâèè g G . 

Íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè ãðàíèö ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíûå ( ), ( ),sx ixf x f x â 

êîòîðûõ ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå îòðàæåí â èíäåêñå. 

Äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóþò òàêæå ãðàíèöû ìîìåíòîâ. 
Îïðåäåëåíèå 4. Âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ ôóíêöèè ( )X  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  íàçûâàþòñÿ 

âåëè÷èíû 

M [ ( )] sup ( ) ( / ) ,s
g G

X x f x g dx


 

    

M [ ( )] inf ( ) ( / ) .i
g G

X x f x g dx





                 (15.8) 

Îïðåäåëåíèå 5. Âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàìè íà÷àëüíîãî ìîìåí-
òà -ãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû 

= M [ ] sup ( / ) ,sx s
g G

m X x f x g dx


 


 

   

= M [ ] inf ( / ) .ix i
g G

m X x f x g dx


 
 



                 (15.9) 
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Îïðåäåëåíèå 6. Ãðàíèöàìè öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà -ãî ïîðÿäêà 
íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû 

/ /= M [( ) ] sup ( ) ( / ) ,sx s x g x g
g G

X m x m f x g dx


 


 

     

/ /= M [( ) ] inf ( ) ( / ) ,ix i x g x g
g G

X m x m f x g dx


 
 



       (15.10) 

ãäå / M[ / ]x gm X g  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ â 

óñëîâèÿõ g . 

×àñòíûì ñëó÷àåì ãðàíèö ìîìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ : 

sup ( / ) , inf ( / )sx ix
g Gg G

m xf x g dx m xf x g dx
 

  

       (15.11) 

(ñì. ðèñ. 15.1). 
Ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, êàê ñëåäóåò èç âûðàæå-

íèé (15.9), ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ãðàíèöàìè öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâ-

ëÿþòñÿ ãðàíèöû äèñïåðñèè 2sx sxD   , 2ix ixD   . Êîðíè èç ýòèõ âå-

ëè÷èí = sx sxD , = ix ixD  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíèöû ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ. 

15.4. СВЯЗЬ МЕЖДУ ГРАНИЦАМИ МОМЕНТОВ 
И МОМЕНТАМИ ГРАНИЦ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðû M []s , M []i  íå ñîâïàäàþò ñ îïå-

ðàòîðàìè M []S , M []I , à ãðàíèöû ìîìåíòîâ ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû sxm  , ixm  , sx , ix  íå ñîâïàäàþò ñ ìîìåíòàìè ãðàíèö 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Sxm  , Ixm  , Sx , Ix . 

Çàìåòèì, ÷òî êàê ãðàíèöû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé, òàê è 
ãðàíèöû ìîìåíòîâ íåñóò èíôîðìàöèþ íå î ãðàíèöàõ ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ, à î äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé g  â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà 

óñëîâèé G . Ãðàíèöû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ãðàíèö – ðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè, à ãðàíèöû ìîìåí-
òîâ è ìîìåíòû ãðàíèö – ðàçíûå ïàðàìåòðû, ïî-ðàçíîìó ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. 



15.4. Связь между границами моментов и моментами границ рас-
пределения  
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Ðèñ. 15.2. Ðàçëè÷íûå òèïû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîíêèìè ëèíèÿìè èçî-

áðàæåíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( / )F x g , à æèðíûìè – ãðàíèöû 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FSx(x), FIx(x) 

 
Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ïðè÷èí âîçìîæíûõ îòëè÷èé ãðàíèö õàðàêòå-

ðèñòèê îò ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàíèö íà ðèñ. 15.2 
ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû .X  
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-

ãóò íå ïåðåñåêàòüñÿ (ðèñ. 15.2, à, á), à ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó 
ñîáîé (ðèñ. 15.2, â, ã). Â ñëó÷àÿõ «à» è «á» ãðàíèöû äâóõ ïåðâûõ 
ìîìåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ãðàíèö, â 
ñëó÷àå «â» íàáëþäàåòñÿ ÷àñòè÷íîå, à â ñëó÷àå «ã» – ïîëíîå íå-
ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê. 

Åñëè ñóùåñòâóþò ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ 
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Sxm  è Ixm  ñâÿçàíû ñ ãðàíèöàìè 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ixm  è sxm  íåðàâåíñòâîì 

  Sx ix sx Ixm m m m . 

Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. 

Ïóñòü ( )SxF x  è ( )IxF x  – ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû   /X X g G , Sxm  è Ixm  – ìàòåìà-

òè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ ãðàíèö, ( )ixF x  è ( )sxF x  – ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èç ÷èñëà îáðàçóþùèõ ãèïåðñëó- 
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÷àéíóþ âåëè÷èíó   /X X g G ) ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäà-

íèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ixm  è sxm . 

Íà íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ ôóíêöèè ( )SxF x  è ( )ixF x  ìîãóò ñîâïà-

äàòü, íà íåêîòîðûõ – íå ñîâïàäàòü. Íà èíòåðâàëàõ, ãäå îíè íå 

ñîâïàäàþò, êðèâàÿ ( )SxF x  ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå êðèâîé ( )ixF x . 

Ïîýòîìó 
1 1

0 0

( ) ( )Sx ixxd F x xd F x  , 

ò. å. ix Sxm m . 

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî sx Ixm m . 

15.5. ОПЕРАЦИИ НАД ГИПЕРСЛУЧАЙНЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ 

Îïðåäåëåíèå 7. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X , îïèñûâàå-

ìûå ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 
1 1 /( ) { ( ),x x gF x F x  

}g G  è 
2 2 /( ) { ( ), }x x gF x F x g G  , ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè ïðè âñåõ óñ-

ëîâèÿõ, åñëè ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ g G  ñîâïàäàþò èõ óñ-

ëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: 
1 2/ /( ) ( )x g x gF x F x  g G  . 

Îïðåäåëåíèå 8. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X , îïèñûâàå-

ìûå ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 
1
( )xF x  è 

2
( )xF x , 

ïîëàãàþò ðàâíûìè, åñëè èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñîâïàäàþò: 
1 2
( ) ( )Sx SxF x F x , 

1 2
( ) ( )Ix IxF x F x . 

Â ýòîì îòíîøåíèè ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîäîáíû èí-
òåðâàëüíûì âåëè÷èíàì (ñì. ïðèëîæåíèå 2). 

Äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îïðåäåëåíû àðèôìåòè÷åñêèå îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì 
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. 

Ïàðàìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó-
÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãèïåðñëó÷àéíûõ 
âåëè÷èí (â òîì ÷èñëå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé), ñëîæíûì îá-
ðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíûõ 
ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Çàâèñèìîñòè ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè è õàðàêòåðèñòèêàìè 
ðàññìîòðåíû â ãëàâå 20. 
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 Глава 16 
 

ВЕКТОРНЫЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ  
ВЕЛИЧИНЫ  

 
 
 
 
 
 

 
Ââåäåíî ïîíÿòèå âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìåòîäû îïè-
ñàíèÿ ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îáîáùåíû íà ñëó÷àé âåê-
òîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà õàðàêòåðèñ-
òèê è ïàðàìåòðîâ âåêòîðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

16.1. ВЕКТОРНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА, 
ЕЕ УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

И МОМЕНТЫ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ âåêòîð, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ñêàëÿðíóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. 

Ì-ìåðíóþ âåêòîðíóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó 

X  ìîæíî 

ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

 


/X g G  èëè êàê âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç M  ñêàëÿðíûõ ãèïåð-

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ( 1, )mX m M . 

Äëÿ îïèñàíèÿ âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X (X1,..., )MX  

èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè óñëîâíûõ 

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 


/X g ( )g G , íàïðèìåð, óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ: 

 1 1 1( / ) ( , , / ) = , , /M M MF x g F x x g P X x X x g  


  , 

ãäå   1 1, , /M MP X x X x g  – âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðà-     

âåíñòâ  1 1, , M MX x X x  â óñëîâèÿõ g , óñëîâíûå ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèé: 



 


1

( / )
( / )

M

M

F x g
f x g

x x
, 
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óñëîâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè: 

( / ) ( / ) exp( )Q j g f x g j x dx
 

 

    
   

, 

óñëîâíûå îáðàçóþùèå ôóíöèè ìîìåíòîâ, óñëîâíûå îáðàçóþùèå 
ôóíêöèè ôàêòîðèàëüíûõ ìîìåíòîâ è äð. 

Ìíîæåñòâî ëþáûõ èç ýòèõ óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ âñåõ 

g G  äàåò íàèáîëåå ïîëíîå îïèñàíèå âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû. 
Ìåíåå ïîëíîå îïèñàíèå îáåñïå÷èâàþò öåíòðàëüíûå è íåöåí-

òðàëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 


/X g   g G . 

Îñíîâíûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âåêòîðíîé L-ìåð-

íîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 


1( , , )LX X X  ñ óñëîâíûìè 

ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 1( , , / )Lf x x g  ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûå 

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ì-ìåðíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ( )X


 

äëÿ âñåõ g G , îïðåäåëÿåìûå êàê 

1 1 1M ( ) / ( , , ) ( , , / )L L LX g x x f x x g dx dx
 

 

       
     

(åñëè èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò). 
×àñòíûì ñëó÷àåì ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ âåêòîð óñëîâ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé    



/ M /x gm X g  ñëó÷àéíûõ âåê-

òîðîâ 


/X g . 

Äëÿ L-ìåðíîãî ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

X  ñ âåùåñòâåííûìè 

êîìïîíåíòàìè õàðàêòåðèñòèêîé ðàçáðîñà ñëóæèò âåêòîð óñëîâíûõ 

äèñïåðñèé 


/x gD , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ôóíêöèé 

   
 2

/( / ) (( / ) , 1, ),
ll x gX g X g m l L  

è âåêòîð óñëîâíûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé  


/x g , êîì-

ïîíåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíû, ðàâíûå êâàäðàò-

íîìó êîðíþ èç êîìïîíåíò âåêòîðîâ 


/x gD , ãäå /lx gm  – l-å êîì-

ïîíåíòû âåêòîðîâ 


/x gm . 

Ïîëåçíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè L-ìåðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû 

X  ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûå íà÷àëüíûå ìîìåíòû  


1/ Lx gm  ïî-

ðÿäêà 1 L      , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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
 

   


 1

1/ 1M /
L

L
x g Lm X X g  

( l  – öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,  1,l L ), à òàêæå óñëîâíûå 

öåíòðàëüíûå ìîìåíòû    1/ Lx g  ïîðÿäêà 1 L      , îïðåäå-

ëÿåìûå êàê 
1

1 1/ 1 / /M ( ) ( ) / .L

L Lx g x g L x gX m X m g 
       
   

Ñìåøàííûå óñëîâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà 


1 2 /x x g  âåùåñòâåííûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1X  è 2X  íàçû-

âàþòñÿ óñëîâíûìè êîâàðèàöèîííûìè ìîìåíòàìè, ñìåøàííûå óñ-

ëîâíûå íà÷àëüíûå ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà 
1 2 /x x gm  – óñëîâíû-

ìè êîððåëÿöèîííûìè ìîìåíòàìè, à ñìåøàííûå öåíòðàëüíûå ìî-
ìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, íîðìèðîâàííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèå 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ 
1 /x g  è 

2 /x g , – óñëîâíûìè 

êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè: 




 
1 2

1 2

1 2

/

/

/ /

.
  

x x g

x x g

x g x g

r  

Óñëîâíûå êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû 
1 2 /x x g , óñëîâíûå êîððå-

ëÿöèîííûå ìîìåíòû 
1 2 /x x gm  è óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ 
1 /x gm , 

2 /x gm  ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1X  è 2X  ñâÿçàíû ìå-

æäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè 

  
1 2 1 2 1 2/ / / / .x x g x x g x g x gm m m  

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðíûå ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 

X  è 


Y  

íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G , åñëè ôàêòîðè-

çóþòñÿ âñå óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: ( , / )f x y g 
 

 

( / ) ( )f x g f y g
 

 g G  . 

Äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí 

X  è 


Y  ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G  

ôàêòîðèçóþòñÿ íå òîëüêî âñå óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, íî è âñå óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, è âñå óñëîâíûå 
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè: 


   

( , / ) ( / ) ( )F x y g F x g F y g , 

( , / ) ( / ) ( / )x y x yQ j j g Q j g Q j g    
   

. 
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Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ãèïåð-
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè âñåõ óñëîâèÿõ íå îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó 
ýòèìè âåëè÷èíàìè îòñóòñòâóåò ñâÿçü. Ïðîñòî íà óðîâíå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê îíà íå ïðîÿâëÿåòñÿ. 

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ñëåäóåò òðàêòîâàòü òàê æå: ñâÿçü ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè 
âåëè÷èíàìè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, õîòÿ íà óðîâíå âåðîÿòíîñòíîé 
ìåðû îíà íå ïðîÿâëÿåòñÿ. 

16.2. ГРАНИЦЫ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
И МОМЕНТЫ ГРАНИЦ ВЕКТОРНЫХ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ 

ВЕЛИЧИН 

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 


1( , , )MX X X  îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

 


  


1 1( ) sup  , , / ,S M M
g G

F x P X x X x g  

 


  


1 1( ) inf  , , / ,I M M
g G

F x P X x X x g           (16.1) 

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö – êàê 

 
 
   

  
 1 1

( ) ( )
( ) , ( ) ,

M M
S I

S I

M M

F x F x
f x f x

x x x x
         (16.2) 

à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàíèö – êàê 

( ) ( )exp( ) ,S SQ j f x j x d x
 

 

    
   

 

( ) ( )exp( ) .I IQ j f x j x d x
 

 

    
   

              (16.3) 

Çäåñü óìåñòíî áóäåò ñäåëàòü íåêîòîðîå îòñòóïëåíèå. 

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ 


( )F x  ìîãëà áûòü ôóí-

êöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé M-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 




1( , , )MX X X , ãäå  2M , íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà áûëà íåóáû-

âàþùåé ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, íåïðåðûâíîé ñëåâà ïî êàæäîìó àð-

ãóìåíòó è óäîâëåòâîðÿëà ñîîòíîøåíèÿì ( , , ) 1F    , 


1lim ( , , ) 0

m
M

x
F x x   (1 )m M . Îäíàêî ýòèõ ñâîéñòâ íå äîñòà-

òî÷íî. Äëÿ òîãî ÷òîáû 


( )F x  áûëà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîá-



 16.2. Границы функции распределения и моменты границ век-
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õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ òðåõ ñâîéñòâ, 
àíàëîãè÷íûõ îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, âûïîëíÿëîñü åùå îäíî, ÷åò-     

âåðòîå, òðåáîâàíèå: ïðè ëþáûõ 


1( , , )Ma a a  è 


1( , , )Mb b b  

(  1 1, , )M Ma b a b  âûðàæåíèå 

1

{ } ( ) ( 1) ( )
M

M
m mn

m m n

P a x b F b p p F a
 

       
   

  

äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, ãäå mn kp  – çíà÷åíèå ôóíêöèè 

1 2( , , , )MF c c c  ïðè m mc a , n nc a , …, k kc a  è ïðè îñòàëüíûõ 

sc , ðàâíûõ sb  [Ãíåäåíêî, 1988]. 

Ñìûñë ÷åòâåðòîãî òðåáîâàíèÿ î÷åâèäåí: âåðîÿòíîñòü íàõîæ-

äåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X  â ìíîãîìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå 

 


a X b  íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé. 
Áîëåå ãëóáîêèé ñìûñë ýòîãî òðåáîâàíèÿ ðàñêðûâàåòñÿ ïðè 

ðàññìîòðåíèè äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ýòîì ñëó÷àå âå-
ðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ 

âåðøèíàìè 1 2( , )a a , 1 2( , )b a , 1 2( , )b b , 1 2( , )a b  îïèñûâàåòñÿ âûðàæå-

íèåì 

     
 

2 2
{ } b aP a x b F F , 

ãäå   
2 1 2 1 2( , ) ( , )bF F b b F a b ,   

2 1 2 1 2( , ) ( , )aF F b a F a a  – ïðèðà-

ùåíèÿ ôóíêöèè 


( )F x  â ñå÷åíèÿõ 2 2x b  è 2 2x a  ñîîòâåòñòâåííî. 

Âåëè÷èíà, îïèñûâàþùàÿ ýòó âåðîÿòíîñòü, íåîòðèöàòåëüíà, 

åñëè ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè 


( )F x  â ñå÷åíèè 2 2x b  íå ìåíüøå, 

÷åì åå ïðèðàùåíèå â ñå÷åíèè 2 2x a  (   
2 2b aF F ). Ïîíÿòíî, ÷òî 

àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïî îòíîøåíèþ 

ñå÷åíèé âäîëü îñè 1x . 

Îáîáùàÿ, äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ÷åò-
âåðòîå òðåáîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ëþ-

áîé êîîðäèíàòû ïðèðàùåíèå ôóíêöèè 


( )F x  â ñå÷åíèè íå äîë-

æíî óìåíüøàòüñÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ  3M  ÷åòâåðòîå òðåáîâàíèå, â ïðèíöèïå, 
òàêæå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íà îñíîâàíèè ïîíÿòèé ïðè-
ðàùåíèé. Îäíàêî óãëóáëÿòüñÿ äàëåå â ýòîò âîïðîñ íàì íå èìååò 
ñìûñëà, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðíîñòè áîëåå äâóõ íà ïðàê-
òèêå èñïîëüçóþòñÿ êðàéíå ðåäêî. 
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Ïåðå÷èñëåííûå ÷åòûðå òðåáîâàíèÿ êàñàþòñÿ íå òîëüêî ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íî è ãðàíèö ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 

Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäàÿ ôóíêöèÿ 


( )SF x  èëè 


( )IF x , ïîëó÷åí-

íàÿ ïóòåì ðàñ÷åòà ãðàíèö, óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì è 
äîñòàòî÷íûì òðåáîâàíèÿì, ÷òîáû áûòü ôóíêöèåé íåîïðåäåëåí-
íîñòè êàêîé-òî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè ÷åòâåðòîå óñëîâèå íå 
âûïîëíÿåòñÿ, òî ãðàíèöû âñåãäà ìîæíî ïîäïðàâèòü òàê, ÷òîáû 
ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü. 

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî âñå ÷åòûðå óñëî-
âèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ îáåèõ ãðàíèö. 

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðû õàðàêòåðèñòèê (16.1)–(16.3) îáëàäàþò 
ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè 
âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à òàêæå ñâîéñòâàìè, õàðàêòåð-
íûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð õàðàêòåðèñòèê ñêàëÿðíîé ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ÷àñòíîñòè 
 

( ) ( ),S IF x F x  ïðè÷åì ãðàíè-

öû ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó ïðè 

óñòðåìëåíèè êîìïîíåíò âåêòîðà 

x  ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè è 

ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè. 

Ðàññìîòðèì L-ìåðíóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ( , )Z X Y
  

, 

ñîñòîÿùóþ èç M-ìåðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X


è (L–M)-

ìåðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y

. Ââåäåì ïîíÿòèÿ ãðàíèö óñ-

ëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
 

( )SF y x , 
 

( )IF y x , óñëîâíûõ ïëîò-

íîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 
 

( )Sf y x , 
 

( )If y x  è óñëîâíûõ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ãðàíèö ( )S yQ j x


, ( )I yQ j x


 ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû Y

 ïðè óñëîâèè, ÷òî ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 

X


 ïðèíÿëà çíà÷åíèå 

x . 

Ñîâìåñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 
 

( , )Sf x y , 
 

( , )If x y  ñèñòåìû ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ( , )Z X Y
  

 ñâÿçàíû ñ 

óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 
 

( )Sf y x , 
 

( )If y x  

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y

 è ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðà-

íèö 


( )Sf x , 


( )If x  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X


 íåðàâåíñòâàìè 

 
         

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ),S S S I I If x y f x f y x f x y f x f y x       (16.4) 

ñëåäóþùèìè èç âûðàæåíèé (14.10). 
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Îïðåäåëåíèå 4. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 

X  è 


Y  íàçûâàþò íå-

çàâèñèìûìè, åñëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 
 

( , )Sf x y  è 
 

( , )If x y  äîïóñêàþò ôàêòîðèçàöèþ: 

 
       

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ).S S S I I If x y f x f y f x y f x f y          (16.5) 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí 

X  è 


Y  

ôàêòîðèçóþòñÿ íå òîëüêî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö, íî 
òàêæå ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå 
ôóíêöèè ãðàíèö: 

 
       

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ),S S S I I IF x y F x F y F x y F x F y  

( , ) ( ) ( ),S x y S x S yQ j j Q j Q j    
   

 

( , ) ( ) ( ).I x y I x I yQ j j Q j Q j    
   

 

Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ 
íåçàâèñèìîñòü ïðè âñåõ óñëîâèÿõ – ðàçíûå ïîíÿòèÿ. 

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö M-ìåðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû ( 1, , MX X ) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè: 

  1 1 1 2 1 1( , , ) ( , , ) ( ) ( ),S M S M M S Sf x x f x x x f x x f x     (16.6) 

  1 1 1 2 1 1( , , ) ( , , ) ( ) ( ).I M I M M I If x x f x x x f x x f x  (16.7) 

Çäåñü    1 1 1 1( , , ), ( , , ) ( 2, )S m m I m mf x x x f x x x m M  – îäíîìåð-

íûå óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö; 1( )Sf x , 1( )If x  – 

îäíîìåðíûå áåçóñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö. Äîêà-
çàòåëüñòâî ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ (16.4). 

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè) 

1 1( , , ) ( ) ( ),S M S S Mf x x f x f x   

1 1( , , ) ( ) ( ).I M I I Mf x x f x f x   

Äëÿ M-ìåðíîãî ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñðåäíåå ãðàíèö ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñðåäíåå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îï-
ðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 
  

0( ) ( ( ) ( )) / 2S IF x F x F x , 

 
  

0( ) ( ( ) ( )) / 2S If x f x f x . 
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Ýòè ñðåäíèå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé î÷åâèäíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, 
àíàëîãè÷íûìè ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ: 



 




0
0

1

( )
( )

M

M

F x
f x

x x
. 

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê âåêòîðíûõ ãè-
ïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ãðàíèö M-ìåðíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ( )X


 ãèïåðñëó÷àéíîé L-ìåð-

íîé âåëè÷èíû 


1( , , )LX X X  ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðà-

íèö 1( , , )S Lf x x  è 1( , , )I Lf x x , îïðåäåëÿåìûå êàê 

1 1 1M ( ) ( , , ) ( , , ) ,S L S L LX x x f x x dx dx
 

 

       
     (16.8) 

1 1 1M ( ) ( , , ) ( , , )I L I L LX x x f x x dx dx
 

 

       
      (16.9) 

(åñëè èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò). 
×àñòíûì ñëó÷àåì õàðàêòåðèñòèê (16.8), (16.9) ÿâëÿþòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö 


Sxm  è 


Ixm  ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

X , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö 

ôóíêöèè ( )X X 
 

: 

M , M .Sx S Ix Im X m X       
 

  
              (16.10) 

Äëÿ L-ìåðíîãî ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

X  ñ âåùåñòâåííûìè 

êîìïîíåíòàìè õàðàêòåðèñòèêîé ðàçáðîñà ñëóæàò äèñïåðñèè ãðà-

íèö 

SxD , 


IxD , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ãðàíèö ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèé 

   
 2( ) (( ) , 1, ),

lS l SxX X m l L  

   
 2( ) (( ) , 1, )

lI l IxX X m l L  

è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ  


Sx ,  


Ix  ãðàíèö, êîìïîíåíòû 

êîòîðûõ îïðåäåëåíû êàê âåëè÷èíû, ðàâíûå êâàäðàòíîìó êîðíþ 

èç êîìïîíåíò âåêòîðîâ 

SxD , 


IxD , ãäå 

lSxm  è 
lIxm  – l-å êîìïî-

íåíòû âåêòîðîâ 


Sxm  è 


Ixm  ñîîòâåòñòâåííî. 
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Ïîëåçíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå ìîìåíòû 
ãðàíèö  


1 LSxm  è  


1 LI xm  ïîðÿäêà 1 L       L-ìåðíîé ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âåùåñòâåííîé âåëè÷èíû 

X , îïðåäåëÿåìûå ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: 

1

1 1M ,L

LSx S Lm X X 
     
   

1

1 1M L

LIx I Lm X X 
     
                      (16.11) 

( l  – öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,  1,l L ), à òàêæå öåíòðàëüíûå 

ìîìåíòû ãðàíèö   
1 LSx  è   

1 LIx  ïîðÿäêà 1 L      , îïðå-

äåëÿåìûå êàê 
1

1 11M ( ) ( ) ,L

L LSx S Sx L SxX m X m 
       
          (16.12) 

1

1 11M ( ) ( ) .L

L LIx I Ix L IxX m X m 
       
           (16.13) 

Ñìåøàííûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ãðàíèö âòîðîãî ïîðÿäêà 

1 2Sx x  è 
1 2Ix x  âåùåñòâåííûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1X  è 2X  

íàçûâàþòñÿ êîâàðèàöèîííûìè ìîìåíòàìè ãðàíèö, ñìåøàííûå íà-

÷àëüíûå ìîìåíòû ãðàíèö âòîðîãî ïîðÿäêà 
1 2Sx xm  è 

1 2Ix xm  – êîð-

ðåëÿöèîííûìè ìîìåíòàìè ãðàíèö, à ñìåøàííûå öåíòðàëüíûå ìî-
ìåíòû ãðàíèö âòîðîãî ïîðÿäêà, íîðìèðîâàííûå íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ 
1Sx , 

2Sx  è 
1Ix , 

2Ix  ãðà-

íèö, – êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ãðàíèö: 

 
 

   
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, .
    

Sx x Ix x

Sx x Ix x

Sx Sx Ix Ix

r r           (16.14) 

Êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû ãðàíèö 
1 2Sx x  è 

1 2Ix x , êîððåëÿ-

öèîííûå ìîìåíòû ãðàíèö 
1 2Sx xm  è 

1 2Ix xm  è ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ãðàíèö 
1Sxm , 

2Sxm , 
1Ixm  è 

2Ixm  ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1X  

è 2X  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè 

     
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, ,Sx x Sx x Sx Sx Ix x Ix x Ix Ixm m m m m m   (16.15) 

àíàëîãè÷íûìè èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Îïðåäåëåíèå 5. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íàçûâàþòñÿ 

íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè èõ êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû ãðàíèö 
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ðàâíû íóëþ: 
1 2Sx x 

1 2
0Ix x  . Ïðè ýòîì  

1 2 1 2
0Sx x Ix xr r  è ñîãëàñ-

íî âûðàæåíèþ (16.15) êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû ãðàíèö ñâÿçàíû 
ñëåäóþùèìè çàâèñèìîñòÿìè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè 
ãðàíèö: 


1 2 1 2Sx x Sx Sxm m m , 

1 2 1 2Ix x Ix Ixm m m . 

Îïðåäåëåíèå 6. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íàçûâàþòñÿ 

îðòîãîíàëüíûìè, åñëè êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû ãðàíèö ðàâíû 

íóëþ: 
1 2Sx xm 

1 2
0Ix xm . Ïðè ýòîì êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû 

ãðàíèö 
1 2Sx x  è 

1 2Ix x , êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (16.15), ñâÿçàíû ñ 

ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 2Sx x 
1 2Sx Sxm m , 

1 2Ix x 
1 2Ix Ixm m . 

Åñëè ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íåêîððåëèðîâàíû, 

òî ïðè ãàóññîâñêèõ çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îñè ýëëèïñîâ 
ðàññåÿíèÿ îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñåé êîîðäèíàò. Åñëè ñóùåñòâóåò 

ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè, òî 
1 2Sx xr   

1 2
1Ix xr   è ýëëèïñû ðàññåÿíèÿ âûðîæäàþòñÿ â îòðåçêè ïðÿìûõ 

2 2

2 1

1 1

2 1

Sx Sx

Sx Sx

Sx Sx

x x m m
  

      
, 2 2

2 1

1 1

2 1

Ix Ix

Ix Ix

Ix Ix

x x m m
  

      
. 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç íåçàâèñèìîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ 

âåëè÷èí 1X  è 2X  ñëåäóåò èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü. Îáðàòíîå óò-

âåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. 
Â âåêòîðíîì ñëó÷àå äëÿ ñðåäíèõ ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ìîæíî ââåñòè ðÿä ïîëåçíûõ õàðàêòåðèñòèê: âåêòîð ñðåäíåãî 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö ôóíêöèè ( )X


: 

0M ( ) = (M ( ) + M ( ) ) / 2,S IX X X            
    

 

âåêòîð ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîãî 

âåêòîðà 

X :    

  
0 ( ) / 2,x Sx Ixm m m  âåêòîð ñðåäíåãî äèñïåðñèé ãðàíèö 

2
0 0 0(M ( ) , 1, )

lx l xD X m l L    


, âåêòîð ñðåäíåãî ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèõ îòêëîíåíèé ãðàíèö  


0x , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû êîð-

íþ èç êîìïîíåíò äèñïåðñèè 


0xD , ñðåäíåå íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ 

ãðàíèö: 
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        
  1 1 10 ( ) / 2,

L L Lx Sx Ixm m m  

ñðåäíåå öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö: 

           
  1 1 10 ( ) / 2

L L Lx Sx Ix  

è äð. 

Äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí 1X  è 2X  î÷åâèäíûì 

îáðàçîì ââîäÿòñÿ ñðåäíåå êîâàðèàöèîííûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö 

    
1 2 1 2 1 20 ( ) / 2x x Sx x Ix x  è ñðåäíåå êîððåëÿöèîííûõ ìîìåíòîâ ãðà-

íèö  
1 2 1 2 1 20 ( ) / 2.x x Sx x Ix xm m m  Åñëè ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå-

êîððåëèðîâàíû, òî ñðåäíåå êîâàðèàöèîííûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö 


1 20x x  ðàâíî íóëþ, åñëè æå îíè îðòîãîíàëüíû, òî ñðåäíåå êîððå-

ëÿöèîííûõ ìîìåíòîâ 
1 20 x xm ðàâíî íóëþ. 

Êðîìå óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê, èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ïà-
ðàìåòðû, àíàëîãè÷íûå ïðèìåíÿåìûì ïðè îïèñàíèè ñêàëÿðíûõ 
ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

16.3. ГРАНИЦЫ МОМЕНТОВ 
ВЕКТОРНЫХ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ L-ìåðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X  ãðà-

íèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M-ìåðíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè 

( )X


 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 1 1
1

M [ ( )] sup ... ( ,..., ) ( ,..., / ) ... ,
M

s m L L L m
g Gm

x x x f x x g d x d x e
 

  

    
 

 

1 1 1
1

M [ ( )] inf ... ( ,..., ) ( ,..., / ) ... ,
M

i m L L L m
g G

m

x x x f x x g d x d x e
 

  

    
 

 

ãäå 1( ,..., )m Lx x  – m-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 1( ,..., / )Lx x g


, 

me  – 

m-é îðò ýòîãî âåêòîðà. 
Ê òàêèì ïàðàìåòðàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöû L-ìåð-

íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 


sxm , 


ixm  âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû 

X : 


M [ ]sx sm X , 


M [ ]ix im X  è ãðàíèöû L-ìåðíîé 

äèñïåðñèè: 

  


2
/M [( ) , 1, ]

lsx s l x gD X m l L ,   


2
/M [( ) , 1, ]

lix i l x gD X m l L , 
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ãäå /lx gm  – l-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ 


/ M[ / ]x gm X g . 

Ñ ïîìîùüþ ãðàíèö äèñïåðñèè 


sxD , 

ixD  îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè-

öû L-ìåðíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ sx 


, ix 


 êàê âåê-

òîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîðíè èç êîì-
ïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö äèñïåðñèè. 

Ïàðàìåòðàìè âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X  ÿâ-

ëÿþòñÿ ãðàíèöû íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ 
1... Lsxm  

 , 
1 ... Lixm  

  ïîðÿäêà 

  1 ... L    , îïðåäåëÿåìûå êàê 

1 1

1 1... 1 ... 1M [ ... ], M [ ... ],L L

L Lsx s L ix i Lm X X m X X   
       

è ãðàíèöû öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ 
1 ... Lsx    , 

1 ... Lix    ïîðÿäêà    

1 ... L     , îïðåäåëÿåìûå êàê 

1

1 1... 1 / /M [( ) ...( ) ]L

L Lsx s x g L x gX m X m 
     , 

1

1 1... 1 / /M [( ) ...( ) ]L

L Lix i x g L x gX m X m 
     . 

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ( 2)L  ãðàíèöû ñìåøàííîãî íà÷àëüíîãî 

ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà 
1 2sx xm  è 

1 2ix xm  íàçûâàþòñÿ ãðàíèöàìè 

êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà è îáîçíà÷àþòñÿ 
1 2sx xK  è 

1 2ix xK , à ãðàíè-

öû ñìåøàííîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà 
1 2sx x  è 

1 2ix x  – ãðàíèöàìè êîâàðèàöèîííîãî ìîìåíòà è îáîçíà÷àþòñÿ 

1 2sx xR  è 
1 2ix xR . 

Ãðàíèöû êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê 

1 2

1 2

1 2

/

/ /

sup
x x g

sx x
g G x g x g

R
r




 
, 1 2

1 2

1 2

/

/ /

inf
x x g

ix x
g G

x g x g

R
r




 
. 

Ãðàíèöû ìîìåíòîâ íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå îòáîðà ýêñòðåìàëü-
íûõ çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì 

óñëîâèÿì g G . Ïðè ýòîì ãðàíèöàì ðàçíûõ ìîìåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþò â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûå óñëîâèÿ g . Ïîýòîìó â îáùåì 

ñëó÷àå ãðàíèöû êîâàðèàöèîííîãî ìîìåíòà 

 
1 2 1 2 1 2sx x sx x sx sxR K m m ,  

1 2 1 2 1 2ix x ix x ix ixR K m m . 
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Îïðåäåëåíèå 8. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íàçûâàþòñÿ 

íåêîððåëèðîâàííûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, åñëè ãðàíèöû èõ êîâàðèà-

öèîííûõ ìîìåíòîâ 
1 2sx xR  è 

1 2ix xR  ðàâíû íóëþ. 

Îïðåäåëåíèå 9. Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íàçûâàþòñÿ 

îðòîãîíàëüíûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, åñëè ãðàíèöû èõ êîððåëÿöèîí-

íûõ ìîìåíòîâ 
1 2sx xK  è 

1 2ix xK  ðàâíû íóëþ. 

Åñëè ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 1X  è 2X  íåêîððåëèðîâàíû 

ïðè âñåõ óñëîâèÿõ è óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ – ãàóññîâ-
ñêèå, òî îñè ýëëèïñîâ ðàññåÿíèÿ îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñåé êî-
îðäèíàò. 

Èç íåçàâèñèìîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1X  è 2X  ïðè 

âñåõ óñëîâèÿõ ñëåäóåò èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü ïðè âñåõ óñëî-
âèÿõ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. 

Ïîíÿòèÿ íåêîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè âñåõ óñëîâèÿõ îòëè÷àþòñÿ îò ïîíÿòèé íå-
êîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ðàâåíñòâîì 
íóëþ ñîîòâåòñòâåííî êîâàðèàöèîííûõ è êîððåëÿöèîííûõ ìî-
ìåíòîâ ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Ãðàíèöû ìîìåíòîâ íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ãðàíèöàõ 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó èõ ðàñ÷åò òðåáóåò, êàê ïðàâèëî, 
ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ÷åì ðàñ÷åò ìîìåíòîâ ãðàíèö. 

Äëÿ èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñðåäíèå ãðàíèö ïàðàìåòðîâ. 
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Глава 17 
 

ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ  

 
 
 
 
 
 
 
Ââåäåíî ïîíÿòèå ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðåíû 
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíû 
óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äàþùèå íàèáîëåå ïîëíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè), à òàêæå ãðàíèöû ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö, ìîìåíòû ãðàíèö è 
ãðàíèöû ìîìåíòîâ. 

17.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ( )X t  íàçûâàåòñÿ 

ìíîãîçíà÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà t , çíà-

÷åíèå êîòîðîé ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t T  (ãäå 

T  – îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåð-
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ñå÷åíèåì. Ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé âñåõ ñå÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè îáðàçóåò ïðîñòðàí-

ñòâî ñîñòîÿíèé S  (ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî). 

Îïðåäåëåíèå 2. i-é ðåàëèçàöèåé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  

(âûáîðî÷íîé ôóíêöèåé) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ 

( ; )i tx t g  (îáîçíà÷àåìàÿ òàêæå êàê ( ) /i tx t g ), êîòîðàÿ äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîãî îïûòà i I  ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó t T  è 

êîíêðåòíûì óñëîâèÿì t tg G  îäíî èç çíà÷åíèé x S . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ìíîæåñ-

òâîì ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ( ) / tX t g  (îáîçíà÷àåìûõ òàêæå êàê 

( ; )tX t g ):  ( ) { ( ) / }t tX t X t g G . 

Íàðÿäó ñ òàêèìè ãèïåðñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè îáùåãî âèäà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè ÷àñòíîãî âèäà, äëÿ êîòî-

ðûõ óñëîâèÿ t tg G  íå çàâèñÿò îò t : ( tg g , tG G ). 

Ðåàëèçàöèÿ ( ; )ix t g  òàêîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè (îáîçíà-

÷àåìàÿ òàêæå êàê ( ) /ix t g ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèðîâàí-

íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî îïûòà i I  è ôèê- 
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Ðèñ. 17.1. Ðåàëèçàöèè ãèïåð-

ñëó÷àéíîé  ôóíêöèè ( )X t  

÷àñòíîãî âèäà 

 

ñèðîâàííîãî óñëîâèÿ g G  ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó t T  

îäíî èç çíà÷åíèé x S . Ðåàëèçàöèè ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

÷àñòíîãî âèäà, êîãäà ìíîæåñòâî G  – ñ÷åòíîå, ïðèâåäåíû íà 
ðèñ. 17.1. 

Òàêàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ÷åðòû êàê ãèïåðñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, òàê è äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè: ïðè ôèê-
ñàöèè çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t  ïðåîáðàçóåòñÿ â ãèïåðñëó÷àéíóþ âå-

ëè÷èíó, à ïðè ôèêñàöèè îïûòà i  è óñëîâèé g  – â äåòåðìèíè-

ðîâàííóþ ôóíêöèþ. 

Ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé I  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ìîæåò 
áûòü îãðàíè÷åííûì, ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì. 

Ðàçìåðíîñòü N  îáëàñòè T  îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà t  ìîæåò 

áûòü ðàçíîé. Åñëè  1N , òî ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  íà-

çûâàþò ãèïåðñëó÷àéíûì ïðîöåññîì è ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâîì 

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ( ) / tX t g . Åñëè  1N , òî àðãóìåíò t  – 

âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ãè-

ïåðñëó÷àéíûì ïîëåì. Òàêóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì ñëó÷àéíûõ ïîëåé ( ) / tX t g . 

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îäíîìåðíî, òî ãèïåðñëó÷àéíàÿ 
ôóíêöèÿ – ñêàëÿðíàÿ, åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé 
áîëüøå åäèíèöû, òî ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ – âåêòîðíàÿ. Â ïåð- 
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âîì ñëó÷àå ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 
ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, âî âòîðîì – ìíîæåñòâîì âåêòîð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé âåùåñòâåííîå, òî ãèïåðñëó÷àé-
íàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ 
ôóíêöèé, åñëè îíî êîìïëåêñíîå, òî ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ 
îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

17.2. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СКАЛЯРНОЙ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Ñêàëÿðíóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü ñîâîêóïíîñòüþ åå ñå÷åíèé. 
Äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: 

  
 

11 1( ; / ) { ( ) ,..., ( ) / ,..., }
LL L t tt

F x t g P X t x X t x g g  

(îáîçíà÷àåìûå òàêæå êàê 
 

( ; ; )
t

F x t g ), ãäå 


1( ,..., )Lx x x  – L-ìåð-

íûé âåêòîð çíà÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  â ìîìåíòû 

âðåìåíè 1,..., Lt t , îáðàçóþùèå L-ìåðíûé âåêòîð âðåìåíè 

1( ,..., )Lt t t


; 


1
( ,..., )

Lt tt
g g g  – âåêòîð óñëîâèé ( 


t

g G ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèé âåêòîðó âðåìåíè 

t ; 


{ / }

t
P A g  – âåðîÿòíîñòü âûïîë-

íåíèÿ ñîáûòèÿ A  â óñëîâèÿõ 

t

g , à òàêæå óñëîâíûå ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèÿ: 




 




  

1

( ; / )
( ; / )

...

L

t
t

L

F x t g
f x t g

x x
 

(îáîçíà÷àåìûå òàêæå êàê 
 

( ; ; )
t

f x t g ), óñëîâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êèå ôóíêöèè: 

( ; / ) ... ( ; / )exp( )
t t

Q j t g f x t g j x d x
 

 

    
      

 

è äð. 
Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿþòñÿ öåíòðàëüíûå è íåöåíòðàëüíûå ìî-

ìåíòû ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ( ) / tX t g  ( )t tg G , â ÷àñòíîñòè, óñëîâ-

íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ / ( )
tx gm t  M [ ( ) / ]tX t g , óñëîâíûå 

äèñïåðñèè: 

   2

/ /( ) D [ ( ) / ] M [( ( ) / ( )) ]
t tx g t t x gD t X t g X t g m t , 
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óñëîâíûå êîððåëÿöèîííûå ìîìåíòû: 


1 21 2

/ 1 2 1 2( , ) M[( ( ) / )( ( ) / )]
t tx g g t tK t t X t g X t g , 

óñëîâíûå êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû: 

21 2 1 2
/ 1 2 1 / 1 2 / 2( , ) M[( ( ) / ( ))( ( ) / ( ))]

t t t tx g g x g t x gR t t X t g m t X t g m t    

è ïð. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  èñïîëüçóþò 

òàêæå àíàëîãè ïåðå÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ãðà-
íèö. 

Ê ÷èñëó âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê îòíîñÿòñÿ ãðàíèöû 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
  

( ; ), ( ; )S IF x t F x t , ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 

ãðàíèö 


( ; )Sf x t , 


( ; )If x t  è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàíèö 

( ; )SQ j t


, ( ; )IQ j t


, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: 


  






 
1 1( ; ) sup { ( ) ,..., ( ) / },

t

S M M t
g G

F x t P X t x X t x g     


  




 
1 1( ; ) inf { ( ) ,..., ( ) / },

t

I M M t
g G

F x t P X t x X t x g           (17.1) 

 
 

   

    

1 1

( ; ) ( ; )
( ; ) , ( ; ) ,

... ...

L L
S I

S I

L L

F x t F x t
f x t f x t

x x x x
           (17.2) 

( ; ) ... ( ; ) exp( ) ,S SQ j t f x t j x dx
 

 

   
    

 

( ; ) ... ( ; ) exp( ) .I IQ j t f x t j x dx
 

 

   
    

            (17.3) 

Øèðèíà çîíû íåîïðåäåëåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé 

  
    

( ; ) ( ; ) ( ; )S IF x t F x t F x t . 

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ. Ïðè ïîëíîé 

íåîïðåäåëåííîñòè  


( ; ) 1F x t . 

Îïðåäåëåíèå 3. Ñå÷åíèÿ 1t , 2t  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  

íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äâóìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ãðàíèö ôàêòîðèçóþòñÿ: 

1 2 1 2 1 1 2 2( , ; , ) ( ; ) ( ; ),S S Sf x x t t f x t f x t  
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1 2 1 2 1 1 2 2( , ; , ) ( ; ) ( ; ).I I If x x t t f x t f x t                (17.4) 

Îïðåäåëåíèå 4. Ñå÷åíèÿ 1t ,…, Lt  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  

íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè íåçàâèñèìû â ñî-
âîêóïíîñòè çíà÷åíèÿ âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýòèì ñå÷åíèÿì, ò. å. âîçìîæíî ñëåäóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö: 

1 1
1

( ,..., ; ,..., ) ( ; ),
L

S L L S l l
l

f x x t t f x t


   

1 1
1

( ,..., ; ,..., ) ( ; ).
L

I L L I l l
l

f x x t t f x t


                (17.5) 

Êàê è â ñëó÷àå ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, èç íåçàâèñèìîñòè â ñî-
âîêóïíîñòè ñå÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ñëåäóåò ïîïàðíàÿ 
èõ íåçàâèñèìîñòü. Îáðàòíîå æå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. 

17.3. МОМЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ ГРАНИЦ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
СКАЛЯРНОЙ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ôóíêöèè 1( ( ),..., ( ))LX t X t  

çíà÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  â L  òî÷êàõ 1 1( )X X t ,… 

…, ÕL ( )LX t  îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 

 1M [ ( ( ), , ( ))]S LX t X t  

1 1 1 1( , , ) ( , , ; , , ) ,L S L L Lx x f x x t t dx dx
 

 

        

 1M [ ( ( ), , ( ))]I LX t X t  

1 1 1 1( , , ) ( , , ; , , ) .L I L L Lx x f x x t t dx dx
 

 

           (17.6) 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  èñïî-

ëüçóþò ìîìåíòíûå ôóíêöèè ãðàíèö. 
Îïðåäåëåíèå 5. Íà÷àëüíûìè L-ìåðíûìè ìîìåíòíûìè ôóí-

êöèÿìè ãðàíèö ïîðÿäêà 1 L       ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

( )X t  íàçûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ôóíêöèè 

1
1 1( ( ), , ( )) ( ) ( )L

L LX t X t X t X t    : 

1

1... 1 1( , , ) M [ ( ) ( )]L

LS L S Lm t t X t X t 
      
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1
1 1 1 1( , , ; , , ) ,L

L S L L Lx x f x x t t dx dx
 

 

 

       

1

1... 1 1( , , ) M [ ( ) ( )]L

LI L I Lm t t X t X t 
      

1
1 1 1 1( , , ; , , ) ,L

L I L L Lx x f x x t t d x d x
 

 

 

          (17.7) 

ãäå l  – öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ( 1, )l L . 

×àñòíûì ñëó÷àåì ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t , îïðåäåëÿåìûå êàê 

( ) M [ ( )]Sx Sm t X t , ( ) M [ ( )]Ix Im t X t . 

Îïðåäåëåíèå 6. Öåíòðàëüíûìè L-ìåðíûìè ìîìåíòíûìè ôóí-
êöèÿìè ãðàíèö ïîðÿäêà 1 L       íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå 

ôóíêöèè: 
1

1... 1 1 1( , , ) M [( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ],L

LS L S Sx L Sx Lt t X t m t X t m t 
       

1

1... 1 1 1( , , ) M [( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ].L

LI L I Ix L Ix Lt t X t m t X t m t 
      (17.8) 

×àñòíûì ñëó÷àåì ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ äèñïåðñèè ãðàíèö 
( )SxD t , ( )IxD t , îïðåäåëÿåìûå êàê 

2( ) D [ ( )] M [( ( ) ( )) ],Sx S S SxD t X t X t m t    

2( ) D [ ( )] M [( ( ) ( )) ].Ix I I IxD t X t X t m t               (17.9) 

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ( )Sxm t , ( )Ixm t  õàðàêòåðè-

çóþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t , ðàññ÷è-

òàííûå äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, à 
äèñïåðñèè ãðàíèö ( )SxD t , ( )IxD t  è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíå-

íèÿ ãðàíèö, îïðåäåëÿåìûå êàê 

( ) ( )Sx Sxt D t  , ( ) ( )Ix Ixt D t  , 

õàðàêòåðèçóþò ñòåïåíü ðàçáðîñà ýòîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 
îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ( )Sxm t  

è ( )Ixm t . 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ( ) ( )Sx Ixm t m t , à ñîîòíîøåíèå ìåæäó 

( )SxD t  è ( )IxD t  ìîæåò áûòü ëþáûì. 
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Îïðåäåëåíèå 7. Êîâàðèàöèîííûìè ôóíêöèÿìè ãðàíèö ãèïåðñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè 

1 2 1 1 2 2( , ) M [( ( ) ( ))( ( ) ( ))],Sx S Sx SxR t t X t m t X t m t    

1 2 1 1 2 2( , ) M [( ( ) ( ))( ( ) ( ))]Ix I Ix IxR t t X t m t X t m t   ,      (17.10) 

à êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ãðàíèö – ôóíêöèè 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )],Sx SK t t X t X t  

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )].Ix IK t t X t X t                   (17.11) 

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (17.10) è (17.11) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè 
ñëó÷àÿìè âûðàæåíèé (17.8), (17.7). 

Êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( ),Sx Sx Sx SxR t t K t t m t m t   

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( ).Ix Ix Ix IxR t t K t t m t m t               (17.12) 

Êîâàðèàöèîííûå è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö, à òàê-
æå íîðìèðîâàííûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
( , ) , ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
Sx Ix

Sx Ix

Sx Sx Ix Ix

R t t R t t
r t t r t t

t t t t
 
   

      (17.13) 

õàðàêòåðèçóþò çàâèñèìîñòü ñå÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè. 
Îïðåäåëåíèå 8. Ñå÷åíèÿ 1t , 2t  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  

íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè äëÿ ýòèõ ñå÷åíèé êîâàðèà-
öèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö  1 2 1 2( , ) ( , ) 0Sx IxR t t R t t . 

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (17.12) 

1 2 1 2( , ) ( ) ( )Sx Sx SxK t t m t m t , 1 2 1 2( , ) ( ) ( )Ix Ix IxK t t m t m t . 

Îïðåäåëåíèå 9. Ñå÷åíèÿ 1t , 2t  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  

íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè äëÿ íèõ êîððåëÿöèîííûå ôóí-
êöèè ãðàíèö  1 2 1 2( , ) ( , ) 0Sx IxK t t K t t . 

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (17.12) 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )Sx Sx SxR t t m t m t ,  1 2 1 2( , ) ( ) ( )Ix Ix IxR t t m t m t . 
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Ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè, íåêîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãîíàëü-
íîñòè ñå÷åíèé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè àíàëîãè÷íû òàêèì æå 
ïîíÿòèÿì ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. 

Åñëè ñå÷åíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè êîððåëèðîâàíû, òî 
îíè çàâèñèìû. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Åñëè ñå÷åíèÿ íå-
çàâèñèìû, òî îíè íåêîððåëèðîâàíû. Åñëè ñå÷åíèÿ îðòîãîíàëü-
íû, òî îíè ìîãóò áûòü êàê çàâèñèìûìè, òàê è íåçàâèñèìûìè, 
êàê êîððåëèðîâàííûìè, òàê è íåêîððåëèðîâàííûìè. Åñëè ìàòå-
ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû îäíîãî èç ñå÷åíèé è 
íèæíåé ãðàíèöû äðóãîãî ñå÷åíèÿ  ðàâíû íóëþ, òî èç îðòîãîíàëü-
íîñòè ñå÷åíèé ñëåäóåò èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü, à èç íåêîððåëè-
ðîâàííîñòè – èõ îðòîãîíàëüíîñòü. 

17.4. ГРАНИЦЫ МОМЕНТОВ  
СКАЛЯРНОЙ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå 
äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì äëÿ ãèïåð-
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Îñíîâîé ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè ( ; )X t 
 

1 1( ,..., ; ,..., )L LX X t t  ãèïåðñëó÷àé-

íîé ôóíêöèè ( )X t : 

M [ ( ; ] sup ... ( ; ) ( ; / ) ,
t

s m t
g G

X t x t f x t g dx
 

  

   





      
 

M [ ( ; )] inf ... ( ; ) ( ; / ) .
t

i m t
g G

X t x t f x t g dx
 


 

   


      
 

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ: 

( ) M [ ( )]sx sm t X t , ( ) M [ ( )]ix im t X t , 

ãðàíèöû äèñïåðñèè: 

  2
/( ) M [( ( ) ( )) ]

tsx s x gD t X t m t , 

  2

/( ) M [( ( ) ( )) ]
tix i x gD t X t m t , 

ãäå / ( ) M[ ( ) / ]
tx g tm t X t g  – çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

â óñëîâèÿõ t tg G , à òàêæå ãðàíèöû íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ: 

1

1... 1 1( ,..., ) M [ ( )... ( )]L

Ls L s Lm t t X t X t 
   , 
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1

1 ... 1 1( ,..., ) M [ ( )... ( )]L

Li L i Lm t t X t X t 
    

ïîðÿäêà 1 ... L      è ãðàíèöû öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ: 

1

1 1
... 1 1 / 1 /( ,..., ) M [( ( ) ( )) ...( ( ) ( )) ],L

L t tL
s L s x g L x g Lt t X t m t X t m t 
      

1

1 1
i ... 1 1 / 1 /( ,..., ) M [( ( ) ( )) ...( ( ) ( )) ]L

L t tL
L i x g L x g Lt t X t m t X t m t 

      

ïîðÿäêà 1 ... L      . 

Îïðåäåëåíèå 10. Ãðàíèöû ñìåøàííîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà 

âòîðîãî ïîðÿäêà 11 1 2( , )sm t t , 11 1 2( , )im t t  íàçûâàþòñÿ ãðàíèöàìè êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àþòñÿ 1 2( , )sxK t t , 1 2( , )ixK t t , ãðàíè-

öû ñìåøàííîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà – ãðàíè-

öàìè êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àþòñÿ 1 2( , )sxR t t , 1 2( , )ixR t t . 

Èç-çà òîãî, ÷òî ãðàíèöû êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ãðàíèöû 
êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì 

g , â îáùåì ñëó÷àå 

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )sx sx sx sxR t t K t t m t m t , 

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )ix ix ix ixR t t K t t m t m t . 

Îïðåäåëåíèå 11. Îòñ÷åòû ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  â ìî-

ìåíòû 1t , 2t  íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, 

åñëè  1 2 1 2( , ) ( , ) 0sx ixR t t R t t , è îðòîãîíàëüíûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, 

åñëè  1 2 1 2( , ) ( , ) 0sx ixK t t K t t . 

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèÿ íåêîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãîíà-
ëüíîñòè îòñ÷åòîâ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ îò ïðè-
âåäåííûõ çäåñü ïîíÿòèé. 

Èç íåêîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãîíàëüíîñòè îòñ÷åòîâ íå ñëå-
äóåò ñîîòâåòñòâåííî èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü è îðòîãîíàëüíîñòü 
ïðè âñåõ óñëîâèÿõ. Â îáùåì ñëó÷àå è èç íåêîððåëèðîâàííîñòè è 
îðòîãîíàëüíîñòè îòñ÷åòîâ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ íå ñëåäóåò ñîîòâåò-
ñòâåííî èõ íåêîððåëèðîâàííîñòü è îðòîãîíàëüíîñòü. Ïîñëåäíåå 

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 


( ; )SF x t , 


( ; )IF x t  íå âñåãäà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó óñëîâíûõ ôóíêöèé 

ðàñïðåäåëåíèÿ 
 

( ; / )F x t g , 


g G . 

Åñëè æå ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñå æå ïðèíàäëå-
æàò ýòîìó ìíîæåñòâó, òî èç íåêîððåëèðîâàííîñòè è îðòîãî-
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íàëüíîñòè îòñ÷åòîâ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ñëåäóåò ñîîòâåòñòâåííî èõ 
íåêîððåëèðîâàííîñòü è îðòîãîíàëüíîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå 
íåâåðíî. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ìíîæåñòâî ãðàíèö âñåõ ìî-
ìåíòîâ íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãðàíèöû ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ñêàëÿðíîé 
ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíîé ãè-

ïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 1( ) ( ( ), , ( ))HX t X t X t


 , êîìïîíåíòû êî-

òîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñêàëÿðíûå ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè. 
Ñïîñîáû îïèñàíèÿ âåêòîðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïðèâå-
äåíû â ìîíîãðàôèè [Ãîðáàíü, 2011 (1)]. 
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Глава 18 
 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
 СЛУЧАЙНЫХ И ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ 

ФУНКЦИЙ  

 
 
 

 
Èçëîæåíû îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé: 
îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí è ôóíêöèé, ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Ââå-
äåíû ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí è ôóíêöèé, à òàêæå ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

18.1. СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
 СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèÿ ñõî-
äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíê-
öèé, à òàêæå íåïðåðûâíûõ, äèôôåðåíöèðóåìûõ è èíòåãðèðóå-
ìûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê ýòèì 
ïîíÿòèÿì, íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ïîíÿ-
òèé äëÿ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé (ñì., íàïðèìåð, [Ãíåäåíêî, 1988, Àí-
ãî, 1967, Ãîðáàíü, 2003]). 

Ìàòåìàòèêè èñïîëüçóþò ÷åòûðå òèïà ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí    

1{ ,..., }NX X  è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X . Äëÿ âñåõ 1,..., NX X  è X  

îïðåäåëåíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 1( ), , ( )NF x F x  è ( )F x . Òîãäà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  : 

1) ñõîäèòñÿ ê X  ïî ðàñïðåäåëåíèþ (â ñìûñëå Áåðíóëëè), åñëè 

â êàæäîé òî÷êå x , ãäå ( )F x  íåïðåðûâíà, ( ) ( )NF x F x  ïðè 

 N ; 

2) ñõîäèòñÿ ê X  ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè    { } 0NP X X  

ïðè ëþáîì   0  è  N ; 

3) ñõîäèòñÿ ê X  â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, åñëè  2M[ ] 0NX X  

ïðè  N . Ïðè òàêîé ñõîäèìîñòè ïèøóò 


l . i .m . N
N

X X ; 
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4) ñõîäèòñÿ ê X  ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ïî÷òè íàâåðíî), åñ-

ëè  { } 1NP X X  ïðè  N . Ïðè òàêîé ñõîäèìîñòè ïèøóò 


lim N

N
X X . 

Íàèáîëåå ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü – ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Áîëåå ñèëü-
íàÿ ñõîäèìîñòü – ïî âåðîÿòíîñòè. Åùå áîëåå ñèëüíàÿ ñõîäè-
ìîñòü – â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. 
Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, íî íå ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ åäèíèöà; äðóãèå æå – ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, 
íî íå ñõîäÿòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. 

18.2. СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
 СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
Õ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé  

1{ ( ),..., ( )}NX t X t  ( t T ). 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 1{ ( ),..., ( )}NX t X t  

( t T ) ñõîäèòñÿ ê ( )X t  â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, åñëè äëÿ âñåõ 

t T   2
M[ ( ) ( ) ] 0NX t X t  ïðè  N . Ïðè ýòîì ïèøóò 


l.i.m. ( ) ( )N

N
X t X t . 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 1{ ( ),..., ( )}NX t X t  

( t T ) ñõîäèòñÿ ê ( )X t  ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ïî÷òè íàâåð-

íîå), åñëè äëÿ âñåõ t T   { ( ) ( )} 1NP X t X t  ïðè  N . Ïðè 

ýòîì ïèøóò 


lim ( ) ( )N
N

X t X t . 

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ è ïî âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  ( t T  ) íàçûâàþò ñëó÷àéíîé ôóí-

êöèåé (ïðîöåññîì) âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ âñåõ t T  ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå åå êâàäðàòà îãðàíè÷åíî:  2M[ ( )]X t . 

Äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò ïîíÿ-
òèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè. 
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18.3. ПРОИЗВОДНАЯ И ИНТЕГРАЛ СЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t , åñëè 

 
  

0
l.i.m. ( ) ( )

t
X t t X t , 

ò. å. 
 

   2

0
lim M[ ( ) ( ) ] 0
t

X t t X t . 

Òåîðåìà 1. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðå-

ðûâíà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t  òîãäà è òîëüêî òîãäà, 

êîãäà åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ( )xm t  íåïðåðûâíî â òî÷êå t  

è êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 1 2( , )xR t t  íåïðåðûâíà â òî÷êå 

 1 2t t t . 

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t , åñëè ñóùåñòâóåò 
ôóíêöèÿ 

 

   
0

( ) ( )
( ) l.i.m .

t

X t t X t
X t

t
. 

Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t . 

Òåîðåìà 2. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå 

t  äèôôåðåíöèðóåìà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ( )xm t  äèôôåðåíöèðóåìî 

â òî÷êå t  è â òî÷êå 1 2t t  ñóùåñòâóåò ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ 

âòîðîãî ïîðÿäêà 


 

2

1 2

1 2

( , )xR t t
t t

 îò êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè 

1 2( , )xR t t . 

Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ èíòåã-

ðèðóåìîé íà èíòåðâàëå ( )T , åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè 

èíòåðâàëà ( )T  íà N  èíòåðâàëîâ    1n n nt t t  íåçàâèñèìî îò 

âûáîðà òî÷åê nt  ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 

max 0
( )

( ) lim ( ) ( )
n

n n
t

n T

Y X t t X t dt
 



     . 

Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )Y  íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t . 
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Äîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ( )xm t  è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè 

1 2( , )xR t t  èíòåãðèðóåìà, åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû 
( )

( )x

T

m t dt

 , 

1 2 1 2

( ) ( )

( , )x

T T

R t t dt dt
 
  . Ïðè ýòîì 

( ) ( )

M ( ) ( )x

T T

X t dt m t dt
 

 
 

  
  , 

1 2 1 2

( ) ( )

M ( ) ( )
T T

X t X t dt dt
 

 
 

  
   

2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( , ) ( ) .x x

T T T

R t t dt dt m t dt
  

 
   

  
    

18.4. СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïðè ðàññìîòðåíèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ìî-
äåëåé íå íàêëàäûâàëèñü îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî óñëîâèé G . 
Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíêðåòèçèðîâàòü ýòó ìàòåìàòè÷åñêóþ 
ìîäåëü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ïîíÿ-
òèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è 
ôóíêöèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü G  êàê ìåòðè÷åñêîå òîïîëîãè÷åñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî ñ îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé. 

Ââîäèìûå ïîíÿòèÿ îñíîâàíû íà ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí è ôóíêöèé. 

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

1X { ,..., }NX X  è ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ. Äëÿ âñåõ 1,..., NX X  

è Õ îïðåäåëåíû óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
1 1/ ( )x gF x ,... 

..., / ( )
N Nx gF x  è / ( )x gF x  äëÿ âñåõ óñëîâèé 1, , Ng g G , g G . 

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X  â îáîáùåííîì ñìûñëå 
1) ñõîäèòñÿ (â ñìûñëå Áåðíóëëè) ê X  ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( ( ) ( )
Nx xF x F x  ), åñëè â êàæäîé òî÷êå x , ãäå / ( )x gF x  íåïðå-

ðûâíà, äëÿ âñåõ óñëîâèé g G  ïðè  N     è Ng g  

/ /( ) ( )
N Nx g x gF x F x ,                        (18.1) 
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ò. å. åñëè äëÿ âñåõ g G  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

1 1/ ,..., /N NX g X g  ñõîäèòñÿ ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíå /X g ; 

2) ñõîäèòñÿ ê X  â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì 2(M[ ] 0)NX X  , 

åñëè äëÿ âñåõ óñëîâèé g G  ïðè  N     è Ng g  óñëîâíûå 

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 
2M[ / / ] 0N NX g X g  ,                (18.2) 

ò. å. åñëè äëÿ âñåõ g G  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

1 1/ ,..., /N NX g X g  ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå /X g  â ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêîì. Ïðè òàêîé ñõîäèìîñòè áóäåì ïèñàòü 

l.i.m. / /

N

N N
N
g g

X g X g



  èëè 

L.I.M. N
N

X X


 .                          (18.3) 

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ ïî äâóìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

/N NX g  è /X g ; 

3) ñõîäèòñÿ ê X  ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà – 
( ) 1NP X X  ), åñëè äëÿ âñåõ óñëîâèé g G  ïðè  N     è 

Ng g  óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü 

( / / ) 1N NP X g X g  ,                 (18.4) 

ò. å. åñëè g G   ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 1/ ,..., /N NX g X g  

ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå /X g . Ïðè 

òàêîé ñõîäèìîñòè áóäåì ïèñàòü 

LIM N
N

X X


 ;                          (18.5) 

4) ñõîäèòñÿ ê X  ïî âåðîÿòíîñòè ( ( ) 0)NP X X    , åñëè 

äëÿ âñåõ óñëîâèé g G  è 0   ïðè  N     è Ng g  

( / / ) 0N NP X g X g    ,                (18.6) 

ò. å. åñëè g G   ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 1/ ,X g … 

..., /N NX g  ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå /X g . 

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà X  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ìíîæåñòâî ÷èñåë, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå 
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Ðèñ. 18.1. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè òèïàìè ñõîäèìîñòè 

 
ôóíêöèé åäèíè÷íîãî ñêà÷êà, ìîæíî òðàêòîâàòü ðàññìàòðèâàå-
ìûå âàðèàíòû ñõîäèìîñòè êàê âàðèàíòû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ýòîìó ìíîæåñòâó ÷èñåë, à â 
äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
èíòåðâàë, – êàê âàðèàíòû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãè-
ïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ýòîìó èíòåðâàëó. 

Íàèáîëåå ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí – ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Áîëåå ñèëüíàÿ 
ñõîäèìîñòü – ïî âåðîÿòíîñòè. Åùå áîëåå ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü – 
â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ñëåäóåò 
èìåòü â âèäó, ÷òî íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîì, íî íå ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà; äðó-
ãèå æå – ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, íî íå ñõîäÿòñÿ â 
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Ýòè ïîëîæåíèÿ ïðÿìî ñëåäóþò èç àíàëî-
ãè÷íûõ ïîëîæåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè òèïàìè ñõîäèìîñòè óñëîâíî èçî-
áðàæåíû íà ðèñ. 18.1. 

18.5. СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåé-
øåì ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì è ñõîäèìîñòü ïî÷òè íà-
âåðíîå. 

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 

1X( ) { ( ),..., ( )}Nt X t X t  
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è ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( ) ( )X t t T , äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû 

óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: 

1 1/ /( ; ),..., ( ; )
N Nx g x gF x t F x t , / ( ; )x gF x t . 

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X( )t  â îáîáùåííîì ñìûñëå 

1) ñõîäèòñÿ ê ( )X t  â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, åñëè äëÿ âñåõ t T  

è g G  ïðè  N     è Ng g  

2
M[ ( ) / ( ) / ] 0N NX t g X t g  ,                   (18.7) 

ò. å. L.I.M. ( ) ( )N
N

X t X t


 ; 

2) ñõîäèòñÿ ê ( )X t  ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà), 

åñëè äëÿ âñåõ t T  è g G  ïðè  N     è Ng g  

( ( ) / ( ) / ) 1N NP X t g X t g  ,                 (18.8) 

ò. å. LIM ( ) ( )N
N

X t X t


 . 

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé ôèãóðè-

ðóåò óñëîâèå Ng g . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáúåêòà, ê êîòîðîìó ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòðåìèòñÿ, ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. 

Åñëè 1 Ng g g   , òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ òèïîâ ñõî-

äèìîñòè óñëîâèå Ng g  îòñóòñòâóåò. Ïðè ýòîì â âûðàæåíèÿõ 

(18.1), (18.2), (18.4), (18.6)–(18.8) óñëîâèå Ng  çàìåíÿåòñÿ íà óñ-

ëîâèå g . 

Íà îñíîâå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ 

ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

18.6. ПРОИЗВОДНАЯ 
И ИНТЕГРАЛ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ФУНКЦИИ 

Ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  ( t T ) íàçûâàþò ãèïåðñëó-

÷àéíîé ôóíêöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 
íèæíåé ãðàíèöû êâàäðàòà ýòîé ôóíêöèè îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ 

t T : 2M [ ( )]I X t   . 
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Ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ( ) { ( ) / }tX t X t g G   

íàçûâàþò íåïðåðûâíîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t , åñëè 

0
L.I.M. ( ) ( )

t
X t t X t

 
   , 

ò. å. åñëè äëÿ âñåõ óñëîâèé ,t t tg g G   

2

0
lim M[ ( ) / ( ) / ] 0

t t t

t t t
t

g g

X t t g X t g



 


    . 

Ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò 

äèôôåðåíöèðóåìîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t , åñëè ñóùåñ-

òâóåò ôóíêöèÿ ( )X t  (ïðîèçâîäíàÿ), îïèñûâàåìàÿ ñëåäóþùèì âû-

ðàæåíèåì: 

0

( ) ( )
( ) L.I.M.

t

X t t X t
X t

t 

   


, 

ò. å. åñëè äëÿ âñåõ óñëîâèé ,t t tg g G   

2

0

( ) / ( ) /
lim M ( ) / 0

t t t

t t t
t

t
g g

X t t g X t g
X t g

t




 


      
  

. 

Ãèïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò èí-

òåãðèðóåìîé íà èíòåðâàëå ( )T  , åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè 

èíòåðâàëà ( )T   íà N  èíòåðâàëîâ 1n n nt t t     íåçàâèñèìî îò âû-

áîðà òî÷åê nt  ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ( )Y   (îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò 

ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t ), îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì 

max 0
( )

( ) L.I.M. ( ) ( )
n

t tn

n n
t

n Tg g

Y X t t X t dt
 



     , 

ò. å. åñëè äëÿ âñåõ , ( 1, )
nt tg g G n N   

2

max 0
( )

lim M ( ( ) / ) ( ( ) / ) 0
n

n

t tn

n t n t
t

n Tg g

X t g t X t g dt
 



 
   
 
 
  . 

Èíà÷å, ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðå-

ðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà èëè èíòåãðèðóåìà, åñëè íåïðåðûâíû óñëî-
âèÿ è ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíû, äèôôåðåíöèðóåìû èëè èíòåãðè-

ðóåìû ñîñòàâëÿþùèå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ( ) / tX t g  äëÿ âñåõ tg G . 

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àé-     
íûõ ôóíêöèé (ñì. ïàðàãðàô 18.3) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæ-
äåíèÿ: 
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1) ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíà 

â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå t  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ 

âñåõ tg G  ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ / ( )
tx gm t  ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 

( ) / tX t g  íåïðåðûâíû â òî÷êå t , à êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè 

1 2
/ 1 2( , )

t tx g gR t t  ýòèõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíû â òî÷êå 1 2t t t  ; 

2) ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöè-

ðóåìà â òî÷êå t  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ tg G  ìàòåìà-

òè÷åñêèå îæèäàíèÿ / ( )
tx gm t  ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ( ) / tX t g  äèôôå-

ðåíöèðóåìû â òî÷êå t  è â òî÷êå 1 2t t  ñóùåñòâóþò ñìåøàííûå ïðî-

èçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà 
2

1 2t t


 

 
1 2

/ 1 2( , )
t tx g gR t t  îò êîâàðèàöèîííûõ 

ôóíêöèé 
1 2

/ 1 2( , )
t tx g gR t t ; 

3) ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàòåìàòè-

÷åñêèìè îæèäàíèÿìè / ( )
tx gm t  è êîâàðèàöèîííûìè ôóíêöèÿìè 

1 2
/ 1 2( , )

t tx g gR t t  èíòåãðèðóåìà, åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû /

( )

( )
tx g

T

m t dt

 , 

1 2
/ 1 2 1 2

( ) ( )

( , )
t tx g g

T T

R t t dt dt
 
  . Ïðè ýòîì 

/

( ) ( )

M ( ) / ( )
tt x g

T T

X t g dt m t dt
 

 
 

  
  , 

1 21 2 1 2

( ) ( )

M ( ( ) / )( ( ) / )t t

T T

X t g X t g dt dt
 

 
 

  
   

1 2 1 2
/ 1 2 1 2 / /

( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )
t t t tx g g x g x g

T T T T

R t t dt dt m t dt m t dt
   

     . 

Ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðè-
ðóåìîñòè ïîñòðîåíû â äàííîì ñëó÷àå íà îñíîâå ñõîäèìîñòè ãè-
ïåðñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýòè æå ïîíÿòèÿ íà îñíîâå ñõîäèìîñ-
òè ïî âåðîÿòíîñòè è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Îïðåäåëåíèå ýòèõ 
ïîíÿòèé íà îñíîâå ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðÿä 
ëè èìååò ñìûñë èç-çà íåîïðåäåëåííîãî õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè â 
ñìûñëå Áåðíóëëè [Àíãî, 1967]. 
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Глава 19 
 

СТАЦИОНАРНЫЕ И ЭРГОДИЧЕСКИЕ 
 ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ  

 
 
 
 
 
 
Èçâåñòíûå äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è ýð-
ãîäè÷íîñòè îáîáùåíû íà ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðåíû 
ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóí-
êöèé. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ è ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé. 

19.1. СТАЦИОНАРНЫЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 

Èçâåñòíûå äëÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è 
ýðãîäè÷íîñòè äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè. 

Ïðèìåíèòåëüíî ê ãèïåðñëó÷àéíûì ôóíêöèÿì ðàçëè÷àþò ñòà-
öèîíàðíîñòü â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ äëÿ âñåõ óñëîâèé, à 
òàêæå ïðîñòî ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ. 

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ  ( ) ( ) /X t X t g G  , 

ãäå ( ) /X t g  – ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ â óñëîâèÿõ g , íàçûâàåòñÿ 

ñòàöèîíàðíîé â óçêîì ñìûñëå ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G , åñëè ïðè 

âñåõ g  åå ñëó÷àéíûå ñîñòàâëÿþùèå ( ) /X t g  – ôóíêöèè, ñòàöèî-

íàðíûå â óçêîì ñìûñëå (èõ L-ìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
ïðè ëþáîì L èíâàðèàíòíû ê ñäâèãó âäîëü îñè t ). 

Îäíîìåðíûå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòà-
öèîíàðíîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè íå çàâè-
ñÿò îò âðåìåíè. 

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ  ( ) ( ) /X t X t g G   íà-

çûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G , åñ-

ëè âñå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ( ) /X t g  ñòàöèîíàðíû â øèðîêîì ñìûñ-  

ëå (ïðè ëþáîì g  óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå / ( )x gm t   

( ; / )x f x t g dx




   íå çàâèñèò îò àðãóìåíòà t  ( / ( )x gm t  /x gm ), à óñ-

ëîâíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 
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/ 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ; , / )x gK t t x x f x x t t g dx dx
 

 

    

çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà t  è óñëîâèÿ g : 

/ 1 2 /( , ) ( )x g x gK t t K  ). 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

/ 1 2 1 / 2 /( , ) ( )( )x g x g x gR t t x m x m
 

 

      

1 2 1 2 1 2( , ; , / )f x x t t g dx dx  

òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò   è g . 

Ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

/( ) sup ( ),sx x g
g G

m t m t


  /( ) inf ( )ix x g
g G

m t m t


  

ñòàöèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g  ãèïåðñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t , ò. å. ( )sx sxm t m , 

( )ix ixm t m , à ãðàíèöû êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

/( ) sup ( ),sx x g
g G

K K


    /( ) inf ( )ix x g
g G

K K


    

è ãðàíèöû êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè 

/( ) sup ( )sx x g
g G

R R


   , /( ) inf ( )ix x g
g G

R R


    

çàâèñÿò òîëüêî îò  . 

Îïðåäåëåíèå 3. Ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè ( )X t  è ( )Y t  íàçû-

âàþòñÿ ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g , 

åñëè óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé / ( )x gm t , 

/ ( )y gm t  íå çàâèñÿò îò àðãóìåíòà t  ( / /( )x g x gm t m , / ( )y gm t   

/y gm ), à óñëîâíàÿ âçàèìíî-êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

/ 1 2 1 2( , ) ( , ; , / )xy gK t t xyf x y t t g dxdy
 

 

    

èíâàðèàíòíà ê ñìåùåíèþ âäîëü îñè t : 

/ 1 2 /( , ) ( )xy g xy gK t t K  . 

Ïðè ýòîì óñëîâíàÿ âçàèìíî-êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 
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/ 1 2 / /( , ) ( )( )xy g x g y gR t t x m y m
 

 

      

1 2( , ; , / )f x y t t g dxdy  

òàêæå èíâàðèàíòíà ê ñìåùåíèþ âäîëü îñè t : 

/ 1 2 /( , ) ( )xy g xy gR t t R  . 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàíèöû âçàèìíî-êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè 

/( ) sup ( ),sxy xy g
g G

K K


    /( ) inf ( )ixy xy g
g G

K K


    

è ãðàíèöû âçàèìíî-êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè 

/( ) sup ( ),sxy xy g
g G

R R


    /( ) inf ( )ixy xy g
g G

R R


    

çàâèñÿò òîëüêî îò  . 

Îïðåäåëåíèå 4. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ñòà-

öèîíàðíîé â óçêîì ñìûñëå (ñòðîãî), åñëè ãðàíèöû åå L-ìåðíûõ 

ðàñïðåäåëåíèé ïðè ëþáîì L  çàâèñÿò òîëüêî îò äëèòåëüíîñòè 

èíòåðâàëîâ 2 1,t t 1..., Lt t  è íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ ýòèõ èí-

òåðâàëîâ íà îñè t . 
Ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, 

íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè â óçêîì ñìûñëå. 
Ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïîäîáíû 

ñâîéñòâàì ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè: ãðàíèöû ìíîãî-
ìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìíîãîìåðíûå ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ãðàíèö, ìíîãîìåðíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè 
ãðàíèö íå çàâèñÿò îò ñìåùåíèÿ ïî t . Êðîìå òîãî, ïåðå÷èñëåí-
íûå îäíîìåðíûå õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò àðãóìåíòà t , à 

äâóìåðíûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò îò ðàçíîñòè 2 1t t    çíà÷å-

íèé àðãóìåíòà t , ò. å. 

( ; ) ( )Sx Sxf x t f x , ( ; ) ( )Ix Ixf x t f x , 

1 2 1 2 1 2( , ; , ) ( , ; )Sx Sxf x x t t f x x  , 

1 2 1 2 1 2( , ; , ) ( , ; )Ix Ixf x x t t f x x  . 

Ìîìåíòíûå ôóíêöèè ãðàíèö ñòàöèîíàðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé 

ôóíêöèè ( )X t  îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ìàòåìàòè÷åñêèå 

îæèäàíèÿ ãðàíèö è äèñïåðñèè ãðàíèö ïîñòîÿííû ( ( )Sx Sxm t m , 
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( )Ix Ixm t m , ( )Sx SxD t D , ( )Ix IxD t D ), à êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè 

ãðàíèö 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )]Sx SK t t X t X t , 1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )]Ix IK t t X t X t , 

êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö 

1 2 1 2( , ) M [( ( ) )( ( ) )]Sx S Sx SxR t t X t m X t m   , 

1 2 1 2( , ) M [( ( ) )( ( ) )]Ix I Ix IxR t t X t m X t m    

è íîðìèðîâàííûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö 

1 2
1 2

1 2

( , )
( , )

( ) ( )

Sx
Sx

Sx Sx

R t t
r t t

D t D t
 , 1 2

1 2

1 2

( , )
( , )

( ) ( )

Ix
Ix

Ix Ix

R t t
r t t

D t D t
  

íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ èíòåðâàëà 2 1t t    íà îñè t : 

1 2( , ) ( )Sx SxK t t K  , 1 2( , ) ( )Ix IxK t t K  , 

1 2( , ) ( )Sx SxR t t R  , 1 2( , ) ( )Ix IxR t t R  , 

( ) ( ) /Sx Sx Sxr R D   , ( ) ( ) /Ix Ix Ixr R D   . 

Îïðåäåëåíèå 5. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ñòà-

öèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ åå 

ãðàíèö ïîñòîÿííû ( ( )Sx Sxm t m , ( ) )Ix Ixm t m , à êîððåëÿöèîííûå 

ôóíêöèè ãðàíèö çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè çíà÷åíèé àðãóìåí-
òà t : 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )] ( )Sx S SxK t t X t X t K   , 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )] ( )Ix I IxK t t X t X t K   . 

Ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè, ñòàöèîíàðíûå â óçêîì ñìûñëå, 
ñòàöèîíàðíû è â øèðîêîì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó-
÷àå íåâåðíî. 

Îïðåäåëåíèå 6. Äâå ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíêöèè ( )X t  è ( )Y t  íà-

çûâàþòñÿ ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûìè â øèðîêîì ñìûñëå, 
åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ èõ ãðàíèö ïîñòîÿííû, à èõ âçà-
èìíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö èíâàðèàíòíû ê ñìåùå-
íèþ âäîëü îñè t : 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )] ( )Sxy S SxóK t t X t Y t K   , 

1 2 1 2( , ) M [ ( ) ( )] ( )Ixy I IxóK t t X t Y t K   . 
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Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé â 
øèðîêîì ñìûñëå íå ãàðàíòèðóåò èõ ñîâìåñòíóþ ñòàöèîíàðíóþ 
ñâÿçàííîñòü â øèðîêîì ñìûñëå. 

Êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö è íîðìèðîâàííûå êîâà-
ðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö âåùåñòâåííûõ ñòàöèîíàðíûõ ãè-

ïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ( )X t , ( )Y t  îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè: 

 ( )Sx SxR D  , ( ) 1Sxr   , ( )Ix IxR D  , ( ) 1Ixr   ; 

 ìàêñèìóìû êîâàðèàöèîííûõ ôóíêöèé ãðàíèö è íîðìèðî-
âàííûõ êîâàðèàöèîííûõ ôóíêöèé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíê-

öèè èìåþò ìåñòî ïðè 0  ; 

 ôóíêöèè ( )SxR  , ( )IxR  , ( )Sxr  , ( )Ixr   – ÷åòíûå; 

 ( ) ( )Sxy SyxR R   , ( ) ( )Ixy IyxR R   , 

       ( ) ( )Sxy Syxr r   , ( ) ( )Ixy Iyxr r   , 

ãäå ( )SxyR  , ( )IxyR   – âçàèìíûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðà-

íèö, ( )Sxyr  , ( )Ixyr   – íîðìèðîâàííûå âçàèìíûå êîâàðèàöèîííûå 

ôóíêöèè ãðàíèö: ( ) ( ) ,Sxy Sxy Sxyr R D    ( ) ( ) ,Ixy Ixy Ixyr R D    (0),Sxy SxyD R    

(0).Ixy IxyD R  

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîé â 
øèðîêîì ñìûñëå ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, ñòàöèî-
íàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, – ðàçíûå ïîíÿ-
òèÿ. Îáùèìè äëÿ íèõ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äëèòåëüíîñòü ðåà-
ëèçàöèé è èíâàðèàíòíîñòü ê ñäâèãó îïðåäåëåííûõ (ïðè ýòîì 
ðàçíûõ) õàðàêòåðèñòèê. 

19.2. СПЕКТРАЛЬНОЕ ОПИСАНИЕ 
СТАЦИОНАРНЫХ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ 

Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé â ðÿäå 
ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò èõ àíàëèç. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî 
êàñàåòñÿ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñòàöèîíàðíîñòè. 

Îïðåäåëåíèå 7. Ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ìîùíîñòè âåð-
õíåé è íèæíåé ãðàíèö (ýíåðãåòè÷åñêèìè ñïåêòðàìè ãðàíèö) ñòà-

öèîíàðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè 

( )SxxS f , ( )IxxS f , ñâÿçàííûå ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ãðà-

íèö ( )SxK f , ( )IxK f  ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 
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( ) ( )exp( 2 ) ,Sxx SxS f K j f d




       

( ) ( )exp( 2 ) ,Ixx IxS f K j f d




       

( ) ( )exp( 2 ) ,Sx SxxK S f j f df




     

( ) ( )exp( 2 ) .Ix IxxK S f j f df




     

Ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ãðàíèö îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè 
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà: 

 ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ 

ëè ôóíêöèÿ ( )X t  âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé) äåéñòâèòå-

ëüíû è íåîòðèöàòåëüíû, ò. å. ( ) 0SxxS f  , ( ) 0IxxS f  ; 

 ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ãðàíèö äåéñòâèòåëüíîé 

ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  ÷åòíûå, ò. å. 

( ) ( )Sxx SxxS f S f  , ( ) ( )Ixx IxxS f S f   

(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñòà-
öèîíàðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ÷åòíûå). 

Îïðåäåëåíèå 8. Ãèïåðñëó÷àéíûì áåëûì øóìîì íàçûâàåòñÿ ñòà-

öèîíàðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )N t  ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö, ó êîòîðîé ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñ-
òè ìîùíîñòè ãðàíèö ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, 

ò. å. 2Snn SS N , 2Inn IS N , ãäå SN , IN  – êîíñòàíòû. 

Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîãî áåëîãî 
øóìà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ  -ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

( ) ( ) 2Sn SK N    , ( ) ( ) 2In IK N    . 

Îòìåòèì, ÷òî ýòèìè æå âûðàæåíèÿìè îïèñûâàþòñÿ è êîâà-
ðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîãî áåëîãî øóìà. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ãè-
ïåðñëó÷àéíîãî áåëîãî øóìà, òàê æå, êàê è ïðè îïðåäåëåíèè ñëó-
÷àéíîãî áåëîãî øóìà, íå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèÿ ãàóññîâîñòè è 
íåçàâèñèìîñòè ñå÷åíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðñëó÷àéíûé áå-
ëûé øóì ìîæåò áûòü íåãàóññîâñêèì è ñ çàâèñèìûìè (â òîì ñìûñ-
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ëå, êàê ýòî ïîíèìàåòñÿ â òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé) ñå÷å-
íèÿìè. 

Ìåòîä ñïåêòðàëüíîãî îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äî-
ïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé. 

Îïðåäåëåíèå 9. Âçàèìíûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ìîù-
íîñòè ãðàíèö äâóõ ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóí-

êöèé ( )X t  è ( )Y t  íàçûâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè 

( )SxyS f  è ( )IxyS f , îïðåäåëÿåìûå êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âçà-

èìíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ãðàíèö ( )SxyK   è ( )IxyK  : 

( ) ( )exp( 2 ) ,Sxy SxyS f K j f d




       

( ) ( )exp( 2 ) .Ixy IxyS f K j f d




       

Âçàèìíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñâÿçàíû ñ âçà-
èìíûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ìîùíîñòè ãðàíèö îáðàò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: 

( ) ( )exp( 2 ) ,Sxy SxyK S f j f df




      

( ) ( )exp( 2 ) .Ixy IxyK S f j f df




      

Â îòëè÷èå îò ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ìîùíîñòè ãðàíèö îä-
íîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè, âçàèìíûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñ-

òè ìîùíîñòè ãðàíèö ( )SxyS f  è ( )IxyS f  â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ 

âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, îíè íå ÿâëÿþòñÿ ÷åòíû-
ìè, îäíàêî îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ýðìèòîâîé ñîïðÿæåííîñòè: 

*

( ) ( ),SyxSxyS f S f  
*

( ) ( ).IyxIxyS f S f  

Âçàèìíûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ãðàíèö ( )SxyS f , 

( )IxyS f  ôóíêöèé ( )X t  è ( )Y t  ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíûìè ïëîò-

íîñòÿìè ìîùíîñòè ãðàíèö ( )SxxS f , ( )IxxS f  è ( )SyyS f , ( )IyyS f  

ýòèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè: 
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2

( ) ( ) ( ),Sxy Sxx SyyS f S f S f  

2

( ) ( ) ( ).Ixy Ixx IyyS f S f S f  

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè è õàðàêòåðà ñâÿçè ìåæäó ãèïåð-

ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ( )X t  è ( )Y t  èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè 

÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãðàíèö. 
Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿìè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãðàíèö 

2 ( )Sxy f , 2 ( )Ixy f  íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïîäîáíî 

ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé: 
2

2
( )

( ) ,
( ) ( )

Sxy

Sxy

Sxx Syy

S f
f

S f S f
 


 

2

2
( )

( ) .
( ) ( )

Ixy

Ixy

Ixx Iyy

S f
f

S f S f
 


 

Ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãðàíèö ëåæàò â èíòåðâàëå 

[0,1]. Åñëè ôóíêöèè ( )X t  è ( )Y t  íåêîððåëèðîâàíû, òî äëÿ âñåõ 

0f   2 2( ) ( ) 0Sxy Ixyf f    , åñëè æå îíè ëèíåéíî ñâÿçàíû, òî 

2 2( ) ( ) 1Sxy Ixyf f    . 

Ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãðàíèö ïîäîáíû íîðìè-

ðîâàííûì êîâàðèàöèîííûì ôóíêöèÿì ãðàíèö ( )Sxyr  , ( )Ixyr  , îä-

íàêî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ îíè õàðàêòåðèçóþò íå òîëüêî ëè-
íåéíûå, íî è íåëèíåéíûå ñâÿçè ìåæäó ãèïåðñëó÷àéíûìè ôóí-
êöèÿìè. 

Îïðåäåëåíèå 11. Ìãíîâåííûì ñïåêòðîì ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

 ( ) ( )/X t X t g G   â óñëîâèÿõ g  íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñëó÷àé-

íàÿ ôóíêöèÿ / ( )x gS f , ñâÿçàííàÿ ñ íàáëþäàåìûì ïðè óñëîâèè g  

ïðîöåññîì ( ) /X t g  ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: 

/ ( ) ( ( ) / )exp( 2 )x gS f X t g j ft d t




   . 

Ìãíîâåííûé ñïåêòð ñòàöèîíàðíîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g  ãè-

ïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, ïîäîáíûìè ñâîé-
ñòâàì ìãíîâåííîãî ñïåêòðà ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Â 
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÷àñòíîñòè, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 
/

( )
x gS

m f  ìãíî-

âåííîãî ñïåêòðà ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  ñâÿçàíî ñ óñëîâ-

íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì /x gm  ôóíêöèè ( )X t  âûðàæå-

íèåì 
/

/( ) ( )
x g

x gS
m f m f  . 

Îïðåäåëåíèå 12. Óñëîâíûé ñïåêòð ìîùíîñòè / ( )xx gS f  ôóíê-

öèè ( )X t  îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñëîâíîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè / ( )x gK  : 

/ /( ) ( )exp( 2 ) ,xx g x gS f K j f d




       

ãäå / ( )x gK   ñâÿçàíà ñ / ( )xx gS f  îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: 

/ /( ) ( )exp( 2 )x g xx gK S f j f df




    . 

Óñëîâíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìãíîâåííîãî ñïåêòðà 

1 2/
( , )

xS g
K f f  ñòàöèîíàðíîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé 

ôóíêöèè ( )X t  ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 2 / 1 2 1/
( , ) ( ) ( )

x
xx gS g

K f f S f f f   .                 (19.1) 

Èç âûðàæåíèÿ (19.1) ñëåäóåò, ÷òî 

 ìãíîâåííûé ñïåêòð ñòàöèîíàðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóí-
êöèè íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèåé; 

 îòñ÷åòû ìãíîâåííîãî ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì 
÷àñòîòàì, îðòîãîíàëüíû; 

 ïðè íóëåâûõ ãðàíèöàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòñ÷åòû 
ìãíîâåííîãî ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ÷àñòîòàì, íå òîëüêî 
îðòîãîíàëüíû, íî è íåêîððåëèðîâàíû. 

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâíûé ñïåêòð ìîùíîñòè / ( )xx gS f  ñâÿçàí ñ 

óñëîâíûì ìãíîâåííûì ñïåêòðîì / ( )
Tx gS f , âû÷èñëÿåìûì íà èíòåð-

âàëå T , ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: 

// /

1
( ) lim M[ ( ) ( )]TT

x gxx g x g
T

S f S f S f
T




  . 

Îïðåäåëåíèå 13. Ãðàíèöàìè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íàçû-
âàþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè: 
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/( ) sup ( )sxx xx g
g G

S f S f


 , /( ) inf ( )ixx xx g
g G

S f S f


 . 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà 
ñòàöèîíàðíîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ñâÿçàíû 
ñ åå ìãíîâåííûì ñïåêòðîì ïðè óñëîâèè g  ñîîòíîøåíèÿìè 

/ /

1
( ) lim sup M[ ( ) ( )]

T Tsxx x g x g
T g G

S f S f S f
T



 
  , 

/ /

1
( ) lim inf M[ ( ) ( )]

T Tixx x g x g
T g G

S f S f S f
T



 
  . 

Îïðåäåëåíèå 14. Ãèïåðñëó÷àéíûì áåëûì øóìîì ïðè âñåõ óñëî-
âèÿõ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíàÿ 

ôóíêöèÿ ( )N t , ó êîòîðîé óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 

ðàâíî íóëþ, à óñëîâíûé ñïåêòð ìîùíîñòè íå çàâèñèò îò ÷àñòî-

òû, ò. å. / 2nn g gS N , ãäå gN  – êîíñòàíòà, â îáùåì ñëó÷àå çà-

âèñÿùàÿ îò óñëîâèÿ g . 

Óñëîâíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî øóìà ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé -ôóíêöèþ: / ( ) ( ) 2n g gK N    . Ýòèì æå âûðàæåíèåì 

îïèñûâàåòñÿ è åãî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ. 
Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî áå-

ëîãî øóìà ïðè âñåõ óñëîâèÿõ íå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà óñ-
ëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îíè ìîãóò áûòü 
ãàóññîâñêîãî òèïà. 

Îïðåäåëåíèå 15. Óñëîâíûì âçàèìíûì ñïåêòðîì ìîùíîñòè 

/ ( )xy gS f  ñòàöèîíàðíûõ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 

( )X t  è ( )Y t  íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óñëîâíîé âçàèì-

íî-êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè / ( )xy gK  : 

/ /( ) ( )exp( 2 ) ,xy g xy gS f K j f d




       

ãäå / ( )xy gK   ñâÿçàíà ñ / ( )xy gS f  îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå: 

/ /( ) ( )exp( 2 )xy g xy gK S f j f df




     . 

Îïðåäåëåíèå 16. Ãðàíèöàìè âçàèìíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà 
íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè: 
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( ) M [ ( )]sxy s xyS f S f  , ( ) M [ ( )]ixy i xyS f S f  . 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî óñëîâíûé âçàèìíûé ñïåêòð 

ìîùíîñòè / ( )xy gS f  è ãðàíèöû âçàèìíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåê-

òðà ( )sxyS f  è ( )ixyS f  â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííû-

ìè ôóíêöèÿìè, íå ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì ýð-
ìèòîâîé ñîïðÿæåííîñòè: 

*

// ( ) ( )yx gxy gS f S f , 
*

( ) ( )syxsxyS f S f , 
*

( ) ( )iyxixyS f S f . 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè è õàðàêòåðà ñâÿçè ìåæäó ãèïåð-

ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ( )X t  è ( )Y t  èñïîëüçóþò ãðàíèöû ôóí-

êöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè. 
Îïðåäåëåíèå 17. Ãðàíèöàìè ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè 

2 ( )sxy f , 2 ( )ixy f  íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè 

2

2
( )

( )
( ) ( )

sxy

sxy

sxx syy

S f
f

S f S f
 


, 

2

2
( )

( )
( ) ( )

ixy

ixy

sxx syy

S f
f

S f S f
 


. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî óñëîâíûé âçàèìíûé ñïåêòð 

ìîùíîñòè / ( )xy gS f  ñâÿçàí ñ óñëîâíûìè ñïåêòðàìè ìîùíîñòè 

/ ( )xx gS f  è / ( )yy gS f  ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì: 

2

/ / /( ) ( ) ( )xy g xx g yy gS f S f S f , 

îäíàêî ãðàíèöû âçàèìíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè 

( )sxyS f , ( )ixyS f  íå èìåþò ïîäîáíîé ñâÿçè ñ ãðàíèöàìè ñïåêòðàëü-

íûõ ïëîòíîñòåé ìîùíîñòè ( )sxxS f , ( )ixxS f  è ( )syyS f , ( )iyyS f , 

ò. å. íå âñåãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 

2

( ) ( ) ( )sxy sxx syyS f S f S f , 

2

( ) ( ) ( )ixy ixx iyyS f S f S f . 

Ïîýòîìó ãðàíèöû ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè 2 ( )sxy f , 

2 ( )ixy f  ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ïðåâûøàþùèå åäèíèöó. 
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19.3. ЭРГОДИЧЕСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 

Íåêîòîðûå ñòàöèîíàðíûå (îäíîðîäíûå) ãèïåðñëó÷àéíûå ôóíê-
öèè îáëàäàþò ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâîì ýðãîäè÷íîñòè. Ïðåæäå, 
÷åì ïåðåõîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó÷àéíûõ 
ôóíêöèé, íàïîìíèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ 
ýðãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé, è îñíîâíûå ñâîéñòâà òàêèõ ôóíêöèé [Ãíåäåíêî, 1988, 
Ãîðáàíü, 2003, Ëåâèí, 1989]. 

Äëÿ íåêîòîðûõ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ðàñ÷åò õà-
ðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íå ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî àí-
ñàìáëþ ðåàëèçàöèé, à óñðåäíåíèåì äàííûõ ëèøü îäíîé ðåàëèçà-
öèè. Òàêèå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè. Èç-
âåñòíî íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ ýðãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè. 

Îïðåäåëåíèå 18. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé â 
óçêîì ñìûñëå, åñëè ëþáàÿ åå õàðàêòåðèñòèêà, ïîëó÷åííàÿ óñðåäíå-
íèåì ïî ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé, ñ âåðîÿòíîñòüþ ñêî-
ëüêî óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå ðàâíà ñðåäíåìó ïî âðåìåíè, ïîëó-
÷åííîìó èç îäíîé-åäèíñòâåííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 
ïóòåì óñðåäíåíèÿ çà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè. 

Òåîðåìà 1. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè â óçêîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ åå ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì 
ñìûñëå. 

Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýð-
ãîäè÷åñêîé. 

Îïðåäåëåíèå 19. Ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ ôóí-
êöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé â óçêîì ñìûñëå, åñëè äëÿ êàæ-

äîé ôóíêöèè 1( ( ),..., ( ))Nx t x t , ñôîðìèðîâàííîé íà îñíîâå ëþ-

áîé ðåàëèçàöèè ( )x t  ýòîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, óñðåäíåííîå ïî 

àðãóìåíòó t  åå çíà÷åíèå 

2

1 1

2

1
M[ ( ( ),..., ( )] lim  ( ( ),..., ( ))

T

N N
T

T

x t x t x t t x t t dt
T



      

ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ 1M[ ( ( ),X t  ..., ( ))].NX t  

Îïðåäåëåíèå 20. Ñòàöèîíàðíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ 
ôóíêöèÿ (ïðîöåññ) ( )X t  íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê 

ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ, åñëè 
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2

2

1
lim ( )

T

x
T

T

X t dt m
T



 1. 

Òåîðåìà 2 (ýðãîäè÷åñêàÿ). Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t  ÿâëÿåòñÿ 

ýðãîäè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ òîã-

äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå xm  ñëó÷àé-

íîé ôóíêöèè ïîñòîÿííî, à åå êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

1 2( , )xR t t  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 

2 2

1 2 1 22

2 2

1
lim ( , ) 0

T T

x
T

T T

R t t dt dt
T

 

  .             (19.2) 

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (19.2) ÿâëÿåòñÿ 
óñëîâèå 

2 1
1 2lim ( , ) 0x

t t
R t t

 
 , 

ò. å. ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ 1 2( , )xR t t  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 

ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ìîäóëÿ ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ 

2 1t t . Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ îáû÷íî âûçûâàåò 

ìåíüøèå òðóäíîñòè, ÷åì ïðîâåðêà óñëîâèÿ (19.2). 
Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé óñëîâèå (19.2) ìîæåò 

áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

0

1
lim  1 ( ) 0

T

x
T

R d
T T

 
    

 
 . 

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ 

óñëîâèå lim ( ) 0xR


  . 

Îïðåäåëåíèå 21. Ñòàöèîíàðíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ 
ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðèà-

öèîííîé ôóíêöèè ( )xR  , åñëè 

2

2

1
( ) lim  ( ) ( )

T

x
T

T

R X t X t dt
T



   
 

2, 

ãäå ( )X t


 – öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t . 

                                                 
1 Èíîãäà èñïîëüçóþò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. 
2 Èíîãäà èñïîëüçóþò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. 
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Ðèñ. 19.1. Îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñ-

êîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  ñ ôðàã-

ìåíòàìè, îïèñûâàåìûìè îäíîìåðíû-

ìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )hf x , 

 1h hT T T ,  1,2,h  

 
Òåîðåìà 3. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýðãîäè÷-

íîñòè ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê êîâà-

ðèàöèîííîé ôóíêöèè ( )xR   ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 

2

0 0

0

1
lim  1 [ ( ) ( ) ( )] 0

T

õ x x
T

R R R d
T T

 
           

 
  

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì 0 . 

Îïðåäåëåíèå 22. Ñòàöèîíàðíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ 

ôóíêöèÿ ( )X t  íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè åå 

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå xm  ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 

2

2

1
lim ( )

T

x
T

T

m x t dt
T



   

ëþáîé åå ðåàëèçàöèè ( )x t , à êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ( )xR   – 

ñ åå âðåìåííîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé 

   
2

2

1
( ) lim  ( ) ( )

T

x x x
T

T

R x t m x t m dt
T



      . 

Íà ýòîì îñíîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì: 

x xm m , ( ) ( )x xR R   . 

Íåêîòîðûå â öåëîì íåñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè 
ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè è ýðãîäè÷íîñòè íà èíòåðâà-
ëàõ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè. 

Îïðåäåëåíèå 23. Ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ñëó-
÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ( )X t , ñîñòîÿùàÿ èç ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ ýð-

ãîäè÷åñêèõ ôðàãìåíòîâ îïðåäåëåííîé äëèòåëüíîñòè T  (ðèñ. 19.1) 
[Ãîðáàíü, 2011 (1)]. 

Ïîä ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûì ýðãîäè÷åñêèì ôðàãìåíòîì ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêîé åå ôðàãìåíò, õàðàêòåðèñ-
òèêè êîòîðîãî (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíê- 
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öèÿ è äð.) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî-
ãðåøíîñòüþ ïî îäíîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ôðàãìåíòà [Ãîðáàíü, 
2011 (1)]. 

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ 
îïðåäåëåíèå äëèòåëüíîñòè T  ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ ýðãî-
äè÷åñêèõ ôðàãìåíòîâ, èíà÷å ãîâîðÿ, èíòåðâàëà ñòàöèîíàðíîñòè è 
ýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. 

19.4. ЭРГОДИЧЕСКИЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 

Îïðåäåëåíèå 24. Ñòàöèîíàðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ (ïðî-

öåññ)      ( ) ( ) / } ( ),gX t X t g G X t g G  íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé 

ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g , åñëè äëÿ âñåõ g  ñîñòàâëÿþùèå åå ñëó÷àé-

íûå ôóíêöèè ( )gX t  ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè. 

Ïîä ýðãîäè÷åñêèìè ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ìîæíî ïîíè-
ìàòü ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó èç îïðåäåëåíèé, ïðèâå-
äåííûõ â ïàðàãðàôå 19.3. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèÿ 19 ïîä ãèïåð-
ñëó÷àéíîé ýðãîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîöåññ 

( ) ( ) /X t X t g G , äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g  ñðåä-     

íåå  çíà÷åíèå 1M[ ( ( ) / ,..., ( ) / )]Nx t g x t g  ôóíêöèè 1( ( ) / ,...x t g  

…, ( ) / )Nx t g , ðàññ÷èòàííîå ïî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ðåàëèçà-

öèè ( ) /x t g  ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( ) /X t g  ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî t  

íà èíòåðâàëå ( , )  , ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå, ðàâíî 

ñðåäíåìó, ðàññ÷èòàííîìó äëÿ ôóíêöèè 1( ( ) / ,..., ( ) / )NX t g X t g  

ïóòåì óñðåäíåíèÿ ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ôóíêöèè ( ) /X t g . 

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå ïî t  íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòüþ T  

 1 1M [ ( ( ),..., ( ))] M [ ( ( ) / ,..., ( ) / )],T N T Nx t x t x t g x t g g G      

/ 2

1

/ 2

1
( ( ) / ,..., ( ) / ) ,

T

N

T

x t t g x t t g d t g G
T 

       
  

  

ìíîæåñòâà ôóíêöèé 1( ( ) / ,..., ( ) / )Nx t t g x t t g   , g G  ñõîäèò-

ñÿ ïðè T    ïî÷òè íàâåðíîå ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ 

1M[ ( ( ),..., ( ))]NX t X t  – ìíîæåñòâó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 

1M[ ( ( ) / ,..., ( )) / ]NX t g X t g  ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1( ( ) / ,...X t g  

…, ( ) / )NX t g , âû÷èñëåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé g  ïóòåì óñ-

ðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé: 
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1 1lim M [ ( ( ),..., ( ))] M[ ( ( ),..., ( ))]T N N
T

x t x t X t X t


   . 

Åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà G  îäèíàêîâûå, òî ãèïåðñëó÷àéíàÿ 
ýðãîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âûðîæäàåòñÿ â ñëó÷àéíóþ ýðãîäè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ. 

Îïðåäåëåíèå 25. Ãðàíèöàìè ñðåäíåãî íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñ-

òüþ T  ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé       ( ) ( ) / ( ),gx t x t g G x t g G  

ýðãîäè÷åñêîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ( )X t  íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû 

/ /sup , inf ,
T T T Tsx x g ix x g

g Gg G

m m m m


   

ãðàíèöàìè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé – ôóíê-
öèè 

/( ) sup ( )
T Tsx x g

g G

K K


   , /( ) inf ( )
T Tix x g

g G
K K


   , 

à ãðàíèöàìè êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé – 
ôóíêöèè 

/( ) sup ( )
T Tsx x g

g G

R R


   , /( ) inf ( )
T Tix x g

g G
R R


   , 

ãäå 
2

/

2

1
( )

T

T

x g g

T

m x t dt
T 

   – ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ( )gx t , 

2

/

2

1
( ) ( ) ( )

T

T

x g g g

T

K x t x t dt
T 

     – àâòîêîððåëÿöèîííàÿ, à / ( )
Tx gR  = 

2

/ /

2

1
[ ( ) ][ ( ) ]

T T

T

g x g g x g

T

x t m x t m dt
T 

      – àâòîêîâàðèàöèîííàÿ 

ôóíêöèÿ ôóíêöèè ( )gx t  íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòüþ T . 

Ïðè T    ãðàíèöû ñðåäíåãî ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé sxm , 

ixm  ïî÷òè íàâåðíîå ñõîäÿòñÿ ê ãðàíèöàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ: ,sx sx ix ixm m m m  , ãðàíèöû êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ( )sxK  , ( )ixK   – ê ãðàíèöàì êîððåëÿ-

öèîííîé ôóíêöèè  ( )sxK  , ( )ixK  , ãðàíèöû êîâàðèàöèîííîé 

ôóíêöèè ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ( )sxR  , ( )ixR   – ê ãðàíèöàì êî-

âàðèàöèîííîé ôóíêöèè ( )sxR  , ( )ixR  , à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðà-

íèöû äèñïåðñèè ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé  (0)sx sxD R , ixD   

 (0)ixR  – ê ãðàíèöàì äèñïåðñèè sxD , ixD . 
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Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò îáîáùåíèÿ íà ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àé. 

Îïðåäåëåíèå 26. Ãðàíèöàìè âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé  ( ) ( ),gx t x t g G  ,  ( ) ( ),gy t y t g G   

ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 

   ( ) ( ) / ( ),gX t X t g G X t g G    , 

   ( ) ( ) / ( ),gY t Y t g G Y t g G     

íà èíòåðâàëå T íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè 

/( ) sup ( )
T Tsxy xy g

g G

K K


   , /( ) inf ( )
T Tixy xy g

g G
K K


   , 

à ãðàíèöàìè âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ðåàëè-
çàöèé – ôóíêöèè 

/( ) sup ( )
T Tsxy xy g

g G

R R


   , /( ) inf ( )
T Tixy xy g

g G
R R


   , 

ãäå 
2

/

2

1
( ) ( ) ( )

T

T

xy g g g

T

K x t y t dt
T 

     

– âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, à 

2

/ / /

2

1
( ) ( ( ) )( ( ) )

T T T

T

xy g g x g g y g

T

R x t m y t m dt
T 

       

– âçàèìíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèé ( )gx t  è ( )gy t . 

Ïðè T    ãðàíèöû âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

ìíîæåñòâà ðåàëèçàöèé ( )sxyK  , ( )ixyK   ïî÷òè íàâåðíîå ñõîäÿòñÿ 

ê ãðàíèöàì âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ( )sxyK  , ( )ixyK  , 

à ãðàíèöû âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ðåà-

ëèçàöèé ( )sxyR  , ( )ixyR   – ê ãðàíèöàì âçàèìíîé êîâàðèàöèîí-

íîé ôóíêöèè ( )sxyR  , ( )ixyR  . 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è äðóãèå óñ-
ðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè. 
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Çàìåòèì, ÷òî òàê æå, êàê è â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ýðãîäè÷åñêîé ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äðóãîé òèï ñõîäèìîñòè, íàïðèìåð, âìåñòî ñõîäèìîñòè 
ïî÷òè íàâåðíîå ïðèìåíÿòü ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. 

Âñÿ èíôîðìàöèÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ ñëó÷àéíîé ýðãîäè÷åñêîé 
ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé åå ðåàëèçàöèè. Ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü âû÷èñëÿòü ìîìåíòû è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïî îäíîé 
ðåàëèçàöèè. 

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ãèïåðñëó÷àéíîé ýð-
ãîäè÷åñêîé ôóíêöèè îäíîé ðåàëèçàöèè íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäè-
ìî ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé – ïî îäíîé äëÿ êàæäûõ óñëîâèé. Ýòî 
ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðàñ÷åòû. 

Îáîéòèñü îäíîé ðåàëèçàöèåé ìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãè-
ïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ ïðîÿâëÿåò ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíîñòè è ýð-
ãîäè÷íîñòè íà èíòåðâàëàõ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè. Î òàêèõ ãè-
ïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèÿõ èäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. 

19.5. ФРАГМЕНТАРНО-ЭРГОДИЧЕСКИЕ 
ПРИ ВСЕХ УСЛОВИЯХ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ýðãîäè÷åñêóþ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãè-

ïåðñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ  ( ) ( ) / , 1,2, ,U t U t h h H    ñî ñòàöèî-

íàðíûìè ýðãîäè÷åñêèìè ñëó÷àéíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ( ) /U t h . 

Ïóñòü íà èíòåðâàëàõ äëèòåëüíîñòüþ T  ñîñòàâëÿþùèå ( ) /U t h  – 

ïðàêòè÷åñêè ýðãîäè÷åñêèå, ò. å. èõ õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü 
âû÷èñëåíû ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ ïî îäíîé ðåà-

ëèçàöèè äëèòåëüíîñòüþ T . 
Îïðåäåëåíèå 27. Ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 

ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ 

   ( ) ( ) / , 1,2, ,X t X t g g G , ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîé ( ) /X t g  – 

ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêèå ñëó÷àéíûå ôóíêöèè, ñôîðìèðîâàí-
íûå èç ôðàãìåíòîâ ïðàêòè÷åñêè ýðãîäè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ñîñòàâ-

ëÿþùèõ ( ) /U t h  äëèòåëüíîñòüþ T  (ðèñ. 19.2). 

Êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêîé ïðè âñåõ óñ-
ëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè íåñåò èíôîðìàöèþ î âñåõ åå 
ñäó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê 
òàêîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî îäíîé (ëþáîé) ðåàëèçàöèè. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ôðàãìåíòàðíî-ýð-
ãîäè÷åñêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 19.1, 19.2) ïîðÿäîê ñëå- 
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Ðèñ. 19.2. Ñõåìà ôîðìèðî-
âàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ôðàãìåíòàðíî-ýðãî-
äè÷åñêîé ñëó÷àéíîé ôóíê-

öèè ( ) /X t g  èç ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàð-
íîé ýðãîäè÷åñêîé ïðè âñåõ 

óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé 

ôóíêöèè ( )U t   

 ( ) / ,U t h 1,2,h  ,H  

 
 
 

 
 

 
äîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé fh(x) äåòåðìèíèðîâàí; äëÿ ôðàãìåíòàðíî-
ýðãîäè÷åñêîé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè, êîãäà 
óñëîâèÿ g  ôèêñèðîâàíû, ýòîò ïîðÿäîê òîæå äåòåðìèíèðîâàí, 

îäíàêî, êîãäà óñëîâèÿ íå ôèêñèðîâàíû, ïîðÿäîê íå îïðåäåëåí. 
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Глава 20 
 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ  
ВЕЛИЧИН И ПРОЦЕССОВ  

 
 
 
 
 
 
 
Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ íà ïðåäìåò öåëåñîîáðàçíîñòè èõ ïðèìåíå-
íèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèâåäåíû ñîîòíîøå-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàííûõ 
è èñõîäíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ. Äàíû ðåêîìåíäà-
öèè ïî èñïîëüçîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ïðè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, à òàê-
æå ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðè áåçûíåðöèîííûõ è èíåðöèîííûõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ. 

20.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СКАЛЯРНОЙ  
ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïðîöåññû ïîäâåðãàþòñÿ ðàçëè÷-
íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îïè-
ñàòü âåëè÷èíó èëè ïðîöåññ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè èçâåñòíû 
ïàðàìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè äî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íà÷íåì ðàñ-
ñìîòðåíèå âîïðîñà ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû. 

20.1.1. Описание преобразования с помощью  
условных функций распределения и их моментов 

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ 
åå îïèñàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ 
ïîñëåäíèõ. Èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè, ìî-
ãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåò-
ðîâ óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ê òàêèì õàðàêòåðèñòèêàì è ïà-
ðàìåòðàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ, óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå öåíòðàëüíûå è 
íåöåíòðàëüíûå ìîìåíòû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. 
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Åñëè óñëîâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà /X g  ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ / ( )x gf x  ïîäâåðãàåòñÿ îäíîçíà÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ 

( )y x  , èìåþùåìó îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ( )x y  , òî [Ëåâèí, 1974, Òèõîíîâ, Õà-

ðèñîâ, 1991, Ãîðáàíü, 2003] óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 

ïðåîáðàçîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /Y g   

/ /

( )
( ) ( ( ))y g x g

d y
f y f y

dy


  .                    (20.1) 

Íà÷àëüíûé /y gm   è öåíòðàëüíûé /y g  ìîìåíòû  -ãî ïîðÿä-

êà ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû /Y g  îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè 

/ M[ / ] M[ ( ) / ]y gm Y g X g 
    ,  

/ / ( ) /[( ) ] [( ( ) / ) ],y g y g x gY m X g m 
          

ãäå /y gm  è ( ) /x gm  – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî 

óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /Y g  è ( ) /X g : 

/ /[ / ] ( )y g y gm Y g y f y dy




    , 

( ) / /[ ( ) / ] ( ) ( )x g x gm X g x f x dx





     . 

Çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò 
èñõîäíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðîÿâëÿåòñÿ òàêæå íà óðîâ-
íå äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ. 

20.1.2. Описание преобразования с помощью  
границ функций распределения и их моментов 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  /X X g G   ñ 

ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SxF x , ( )IxF x  è ïëîòíîñòÿìè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ( )Sxf x , ( )Ixf x  ïîäâåðãàåòñÿ îäíîçíà÷íîìó 

ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x  , èìåþùåìó îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ íå- 

ïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ( )x y  . Òîãäà ãðàíèöû 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SyF y , ( )IyF y  è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
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íèÿ ãðàíèö ( )Syf y , ( )Iyf y  ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû Y  îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 

( ) ( ( )), ( ) ( ( )),Sy Sx Iy IxF y F y F y F y                 (20.2) 

( ) ( )
( ) ( ( )) , ( ) ( ( )) ,Sy Sx Iy Ix

d y d y
f y f y f y f y

dy dy

 
         (20.3) 

åñëè ( )y  – âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, è 

( ) 1 ( ( )), ( ) 1 ( ( )),Sy Ix Iy SxF y F y F y F y                 (20.4) 

( ) ( )
( ) ( ( )) , ( ) ( ( )) ,Sy Ix Iy Sx

d y d y
f y f y f y f y

dy dy

 
           (20.5) 

åñëè ( )y  – óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. 

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë (20.2)–(20.5) îñíîâàíî íà òîì ôàêòå, 
÷òî ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåé-

ñòâà ñîîòâåòñòâåííî  ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /X g  è /Y g  g G  , à 

óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )y gf y  ïðåîáðàçîâàííîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû /Y g  ñâÿçàíà ñ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ / ( )x gf x  èñõîäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /X g  ñîîòíîøå-

íèåì (20.1). 

Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SyF y , ( )IyF y  ìîãóò áûòü 

ïðåäñòàâëåíû â âèäå 

/ 1 1( ) sup ( ) ,
y

Sy y g
g G

F y f y dy
 

   / 1 1( ) inf ( )
y

Iy y g
g G

F y f y dy




  . 

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (20.1) è î÷åâèäíî-
ãî ðàâåíñòâà  

sup ( ) , åñëè 0,

sup( ( ) ) inf ( ) , åñëè 0,

, åñëè 0,

g G

g Gg G

a g b a

a g b a g b a

b a





  
     




 

ãäå ,a b  – êîíñòàíòû, ( )g  – ôóíêöèÿ g G , ïîëó÷àþòñÿ ôîðìó-

ëû (20.2), (20.4). Äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèé (20.2), (20.4) ïðè-
âîäèò ê ôîðìóëàì (20.3), (20.5). 

Ñëåäñòâèå. Èç ôîðìóë (20.2), (20.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé òåîðåìû ãðàíèöû ( )SxF x , ( )IxF x  ôóíêöèè ðàñïðå-
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äåëåíèÿ èñõîäíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  òðàíñôîðìè-

ðóþòñÿ â ãðàíèöû ( )SyF y , ( )IyF y  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ïðè÷åì, åñëè ôóíêöèÿ 

( )y  – ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ, òî ãðàíèöû ( )SxF x , ( )IxF x  ïðå-

îáðàçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû ( )SyF y , 

( )IyF y , à åñëè ôóíêöèÿ ( )y  – ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, òî – ñîîò-

âåòñòâåííî â íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû ( )IyF y , ( )SyF y . 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íå âñåãäà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû Y . Ïîýòîìó íà÷àëüíûå Sym  , Iym   è öåíòðàëüíûå Sy , 

Iy  ìîìåíòû  -ãî ïîðÿäêà ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y  

[ ] ( ) ,Sy Sy Sym Y y f y dy


 




     [ ] ( ) ,Iy Iy Iym Y y f y dy


 




     

[( ) ] ( ) ( ) ,Sy Sy Sy Sy SyY m y m f y dy


 




       

[( ) ] ( ) ( )Iy Iy Iy Iy IyY m y m f y dy


 




       

ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ ( )S xm   , ( )I xm   , 

( )S x  , ( )I x   ãðàíèö ôóíêöèè ( )X , ðàññ÷èòûâàåìûõ ïî ôîð-

ìóëàì 

( ) [ ( )] ( ) ( ) ,S x Sx Sxm X x f x dx


 
 



      

( ) [ ( )] ( ) ( ) ,I x Ix Ixm X x f x dx


 
 



      

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,S x Sx S x S x Sxx m x m f x dx


 

   


             

   ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,I x Ix I x I x Ixx m x m f x dx


 

   


             

ãäå [ ]Sy  , [ ]Iy   – îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãðà- 

íèö ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ; [ ]Sy Sym Y  , 
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[ ]Iy Iym Y   – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû Y ; [ ]Sx  , [ ]Ix   – îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ; 

( ) [ ( )]S x Sxm X    , ( ) [ ( )]I x Ixm X     – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ( )X . 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà íà-

÷àëüíûå Sym  , Iym   è öåíòðàëüíûå Sy , Iy  ìîìåíòû  -ãî ïî-

ðÿäêà ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y  ñâÿçàíû ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ( )S xm   , ( )I xm   , ( )S x  , ( )I x    -ãî ïî-

ðÿäêà ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ( )X  ñëåäóþùèìè âû-

ðàæåíèÿìè: 

( ) ,Sy S xm m    ( ) ,Iy I xm m    

( ) ,Sy S x      ( ) ,Iy I x                        (20.6) 

åñëè ( )y  – âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, è 

( ) ,Sy I xm m    ( ) ,Iy S xm m    

( ) ,Sy I x      ( ) ,Iy S x                        (20.7) 

åñëè ( )y  – óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.  

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäñòâèè òåîðåìû 1. 
Ñëåäñòâèå. Èç âûðàæåíèé (20.6), (20.7) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå 

ïðåîáðàçîâàíèÿ y x   ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Sym , 

Iym  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñâÿçàíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè 

îæèäàíèÿìè ãðàíèö Sxm , Ixm  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîîò-

íîøåíèÿìè Sy Ixm m  , Iy Sxm m  , à äèñïåðñèè ãðàíèö SyD , IyD  

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y – ñ äèñïåðñèÿìè ãðàíèö SxD , IxD  

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè Sy IxD D , Iy SxD D . 

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè èçìåíåíèè çíàêà ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ïðå-

îáðàçîâàííîé âåëè÷èíû ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì ñî-

îòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö èñõîäíîé âåëè÷èíû, 

âçÿòûì ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Äèñïåðñèè æå âåðõíåé è 

íèæíåé ãðàíèö ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû ðàâíû äèñïåðñèÿì 

ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö èñõîäíîé âåëè÷èíû. 
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20.1.3. Описание преобразования 
с помощью границ моментов 

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  /X X g G   ñ 

óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gf x  ïîäâåðãàåòñÿ 

ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x  . Òîãäà âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû íà-

÷àëüíîãî ìîìåíòà  -ãî ïîðÿäêà sym  , iym   ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû Y ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì 

( )s xm   , ( )i xm    ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè ( )X : 

( )sy s xm m   , ( )iy i xm m   , à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû öåíòðàëü-

íîãî ìîìåíòà  -ãî ïîðÿäêà sy , iy  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

Y – ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì ( )s x  , ( )i x   öåíòðàëüíîãî ìîìåí-

òà  -ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ( )X : ( )sy s x     , ( )iy i x     , ãäå  

M [ ] supM[( / ) ]sy s
g G

m Y Y g 



  , 

M [ ] inf M[( / ) ]iy i
g G

m Y Y g 
 
  , 

( ) /[ ( )] sup ( ) ( ) ,s x s x g
g G

m x x f x dx


 
 

 

      

( ) /[ ( )] inf ( ) ( ) ,i x i x g
g G

m x x f x dx


 
  



      

/ /[( ) ] sup [( / ) ],sy s y g y g
g G

Y m Y g m 



         

/ /[( ) ] inf [( / ) ],iy i y g y g
g G

Y m Y g m 
 

        

( ) ( ) / ( ) /[( ( ) ) ] sup [( ( ) / ) ],s x s x g x g
g G

X m X g m 
   


          

( ) ( ) / ( ) /[( ( ) ) ] inf [( ( ) / ) ],i x i x g x g
g G

X m X g m 
   

          (20.8)  

[ ]s  , [ ]i   – îïåðàòîðû ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. 

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå îïðåäåëåíèé (20.8) ãðàíèö 
ìîìåíòîâ. 

Ñëåäñòâèå 1. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ sym , iym  ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-
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÷èíû Y  ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèöàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ( )s xm  , ( )i xm   ôóíêöèè ( )X : ( ) [ ( )]sy s x sm m X    , iym   

( ) [ ( )]i x im X    , à ãðàíèöû äèñïåðñèè syD , iyD  – ñîîòâåò-

ñòâåííî ãðàíèöàì äèñïåðñèè ( )s xD  , ( )i xD   ôóíêöèè ( )X : 

2
( ) ( ) /[( ( ) ) ]sy s x s x gD D X m      , 

2
( ) ( ) /[( ( ) ) ]iy i x i x gD D X m      . 

Ñëåäñòâèå 2. Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ y x   ãðàíèöû ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ sym , sym  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñâÿçàíû ñ 

ãðàíèöàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ sxm , ixm  ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè sy ixm m  , iy sxm m  , à ãðàíèöû äèñïåð-

ñèè ,sy iyD D  âåëè÷èíû Y ñâÿçàíû ñ ãðàíèöàìè äèñïåðñèè ,sx ixD D  

âåëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè sy sxD D , iy ixD D . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè çíàêà ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõ-
íåé ãðàíèöàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñõîäíîé âåëè÷èíû, 
âçÿòûì ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè-
öû äèñïåðñèè ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû – ñîîòâåòñòâåííî 
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì äèñïåðñèè èñõîäíîé âåëè÷èíû. 

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òåîðåìû. 
Ïóñòü ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîäâåðãàåòñÿ ëèíåéíîìó ïðå-

îáðàçîâàíèþ y ax b   ( 0a  ). Òîãäà ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì 

(20.2)–(20.5) âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ( )SyF y , ( )IyF y  ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ( )Syf y , ( )Iyf y  

ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñâÿçàíû ñ âåðõíåé 

è íèæíåé ãðàíèöàìè ( )SxF x , ( )IxF x  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è 

ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ( )Sxf x , ( )Ixf x  èñõîäíîé ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 

( ) (( ) / ),Sy SxF y F y b a   ( ) (( ) / ),Iy IxF y F y b a   

1
( ) ,Sy Sx

y b
f y f

a a

   
 

 
1

( )Iy Ix

y b
f y f

a a

   
 

, 

åñëè 0a  , è 
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( ) 1 (( ) / ),Sy IxF y F y b a    ( ) 1 (( ) / ),Iy SxF y F y b a    

1
( ) ,Sy Ix

y b
f y f

a a

    
 

 
1

( )Iy Sx

y b
f y f

a a

    
 

, 

åñëè 0a  . 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè y ax b   âåðõíÿÿ è 

íèæíÿÿ ãðàíèöû ( )SxF x , ( )IxF x  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîä-

íîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè 
êîýôôèöèåíòà a îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî âåðõíþþ è íèæ-

íþþ ãðàíèöû ( )SyF y , ( )IyF y  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçî-

âàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, à ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà-
÷åíèè ýòîãî êîýôôèöèåíòà – ñîîòâåòñòâåííî íèæíþþ è âåð-

õíþþ ãðàíèöû ( )IyF y , ( )SyF y  ýòîé âåëè÷èíû. 

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ôîðìóëàì (20.6), (20.7) ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ãðàíèö Sym , Iym  è äèñïåðñèè ãðàíèö SyD , IyD  ïðåîáðàçîâàí-

íîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñâÿçàíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-

äàíèÿìè ãðàíèö Sxm , Ixm  è äèñïåðñèåé ãðàíèö SxD , IxD  èñõîäíîé 

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè ,Sy Sxm am b   

,Iy Ixm am b   2 ,Sy SxD a D  2 ,Iy IxD a D  åñëè 0a  , è ,Sy Ixm am b   

,Iy Sxm am b   2 ,Sy IxD a D  2 ,Iy SxD a D  åñëè 0a  . 

Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû 3 ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ sym , iym  ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y 

ñâÿçàíû ñ ãðàíèöàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ sxm , ixm  èñõîä-

íîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè ,sy sxm am b   

,iy ixm am b   åñëè 0a  , è ,sy ixm am b   ,iy sxm am b   åñëè 

0a  . Ãðàíèöû æå äèñïåðñèè syD , iyD  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

Y âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà a ñâÿçàíû ñ ãðàíèöàìè 

äèñïåðñèè sxD , ixD  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñîîòíîøåíèÿìè 

2
sy sxD a D , 2

iy ixD a D . 
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20.2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВЕКТОРНОЙ  
ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

20.2.1. Описание преобразования с помощью 
условных функций распределения и их моментов 

Âåêòîðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
æåñòâî âåêòîðíûõ óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ïðåîáðà-
çîâàíèå âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 
êàê íåçàâèñèìîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ åå ñîñòàâ-
ëÿþùèõ. 

Åñëè óñëîâíàÿ H-ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 

/X g


 ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( )
x g

f x


 ïîäâåðãàåòñÿ îäíî-

çíà÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x 
 

, èìåþùåìó îäíîçíà÷íóþ îá-

ðàòíóþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ( )x y 
 

, òî 

[Ëåâèí, 1974, Òèõîíîâ, Õàðèñîâ, 1991, Ãîðáàíü, 2003] ïëîòíîñòü 

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /Y g


 ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1/ /
( ) ( ( ), , ( )) ( )H Hy g x g

f y f y y J y    
   

, 

ãäå ( )HJ y


 – ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ: 

1 1

1

1

( ) ( )
...

( )

( ) ( )
...

H

H

H H

H

y y

y y

J y

y y

y y

 
 



 
 

 




 
. 

Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

/
( )

y g
F y


, 

/
( )

x g
F x


 ïðåîáðàçîâàííîé è èñõîäíîé ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè /Y g


 è /X g


 íîñèò ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûé õàðàê-

òåð, ÷åì ìåæäó ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó èíòåãðàë, 
ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ 

1

/ / /

( )

( ) ( ) ( )
Hy y

y g y g x g

V y

F y f y dy f x dx
 

        


    
 

(ãäå 0( )V y


 – îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò 

1, , Hx x , ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåðàâåíñòâàì 1 01 0, , H Hy y y y    â 
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ñèñòåìå êîîðäèíàò 1, , Hy y ), â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /X g


. 

Ñëîæíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè èìååò ìåñòî äàæå ïðè ëè-
íåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñ ïîâîðîòîì îñåé êîîðäèíàò. Ëèøü â 
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîêîîðäèíàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñû-

âàåìîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè ( )h h hx y  , 

1,h H , ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòàÿ çàâèñèìîñòü 1 1/ /
( ) ( ( ),...

y g x g
F y F y  


 

, ( ))H Hy . 

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 

1 2( , )X X X


 ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ, îïèñûâàåìîìó ôóíê-

öèÿìè 1 1 1 2( , )y x x  , 2 2y x , èìåþùèìè íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûå îäíîçíà÷íûå îáðàòíûå ôóíêöèè 1 1 1 2( , )x y y  , 2 2x y , 

óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû Y1 ãèïåðñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà Y

 èìåþò âèä  

1

1 1 2
/ 1 1 1 2 2 2/

1

( , )
( ) ( ( , ), )y g x g

y y
f y f y y y dy

y






 

  . 

Ýòà èçâåñòíàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü óñëîâíûå ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y, ïîëó÷àåìîé â 

ðåçóëüòàòå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ãèïåðñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè X1, X2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñëîæåíèè âåëè÷èí óñëîâíàÿ 

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ 2 2 2/
( ) ( , )y g x g

f y f y x x dx




   , 

ïðè âû÷èòàíèè –  

/ 2 2 2/
( ) ( , )y g x g

f y f y x x dx




   , 

ïðè óìíîæåíèè –  

2
/ 2/

2 2

( ) ,y g x g

dxy
f y f x

x x





 
  

 
   

è ïðè äåëåíèè –  

 / 2 2 2 2/
( ) ,y g x g

f y f yx x x dx




   . 
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Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ( )y x 
 

 íà÷àëüíûé 
1/ , , Hy g

m  


  è öåí-

òðàëüíûé 
1/ , , Hy g  
  ìîìåíòû 1, , -ãîH   ïîðÿäêà ïðåîáðàçî-

âàííîé âåëè÷èíû /Y g


 èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 

1 1

1 1 1/ , ,
M[ / ]=M[ ( ) ( )/ ],H H

H H Hy g
m Y Y g X X g   

    


 
    

1

11 1 / // , ,
[( ) ( ) ]H

HH y g H y gy g
Y m Y m 

      
   

1

11 ( ) / ( ) /
M[( ( )/ ) ( ( )/ ) ],H

HHx g x g
X g m X g m 

      
 

      (20.9) 

ãäå /hy gm  è 
( ) /h x g

m
  – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ h -é êîìïîíåí-

òû ñîîòâåòñòâåííî óñëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /Y g


 è ( ) /X g


: 

 / /[ / ] ( )
h hy g h y gm Y g y f y dy





    ,  

 /( )/
[ ( ) / ] ( ) ( )

h h h gx g x
m X g x f x dx

 


 

      
   

 .  

20.2.2. Описание преобразования с помощью  
границ функций распределения и их моментов 

Êàê ñëåäóåò èç ï. 20.1.2, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè 
è ïàðàìåòðû ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû 
äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òàêèå æå õàðàêòåðèñòèêè è 
ïàðàìåòðû ãðàíèö èñõîäíîé âåëè÷èíû. Ýòî çíà÷èòåëüíî îáëåã-
÷àåò àíàëèç. Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü â âåêòîðíîì ñëó÷àå ïîäîá-
íûå ïðîñòûå çàâèñèìîñòè íå óäàåòñÿ. Îáóñëîâëåíî ýòî òåì, ÷òî 
ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ãèïåðñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû Y

 ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ãðàíèö ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé âåëè÷èíû X


. 

Ðàñ÷åò ãðàíèö ( )
Sy

F y


, ( )
Iy

F y


 ïî äàííûì âåëè÷èíû X


 òðå-

áóåò çíàíèÿ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( )
x g

F x


 g G   è 

ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ øàãîâ: 

  ðàñ÷åò ïî óñëîâíûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( )
x g

F x


 èñ-

õîäíîé âåëè÷èíû X


 óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ 
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/

/

1

( )
( )

H

x g

x g

H

F x
f x

x x



 








, 

 íàõîæäåíèå óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( )
y g

f y


 

ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû Y

 ñ ó÷åòîì ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâà-

íèÿ ïåðåìåííûõ, 

 îïðåäåëåíèå óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 

1

/ /
( ) ( )

Hy y

y g y g
F y f y dy

 

   
  

, 

  ðàñ÷åò âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )
Sy

F y


, ( )
Iy

F y


. 

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû 
ìîæíî íàéòè ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãðàíèö ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:  

1

( )
( ) ,

H

Sy

Sy

H

F y
f y

x x



 








 

1

( )
( )

H

Iy

Iy

H

F y
f y

x x



 








. 

Íà÷àëüíûå 
1, , HSy

m  


 , 
1, , HIy

m  


  è öåíòðàëüíûå 
1, , HSy  
 , 

1, , HIy  
  ìîìåíòû ãðàíèö ïðåîáðàçîâàííîé âåêòîðíîé ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ãðàíèö ( ), ( )
Sy Iy
f y f y 

 
: 

1

1 1, ,
M [ ],H

H S HSy
m Y Y 

  
   1

1 1, ,
M [ ],H

H I HIy
m Y Y 

  
   

1

11 1, ,
[( ) ( ) ],H

HH S Sy H SySy
Y m Y m 

     
   

1

11 1, ,
[( ) ( ) ].H

HH I Iy H IyIy
Y m Y m 

     
   

20.2.3. Описание преобразования 
с помощью границ моментов 

Ðàñ÷åò ãðàíèö ìîìåíòîâ íå ñòîëü ñëîæåí. Ìîìåíòû ãðàíèö 
ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé. 

Òåîðåìà 4. Ïóñòü H-ìåðíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X


 ïîä-

âåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x 
 

. Òîãäà ãðàíèöû íà÷àëüíûõ 

1 , , Hsy
m  


 , 

1 , , Hiy
m  


  è öåíòðàëüíûõ 

1, , Hsy  
 , 

1, , Hiy  
  ìîìåíòîâ 
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1, , H  -ãî ïîðÿäêà ïðåîáðàçîâàííîé âåëè÷èíû Y

 îïèñûâàþòñÿ 

ôîðìóëàìè 

1 1

1 11 1, , ( ) , ,
M [ ] M [ ( ) ( )] ,H H

H Hs H s Hsy s x
m Y Y X X m   

            
 

 

1 1

1 11 1, , ( ) , ,
M [ ] M [ ( ) ( )] ,H H

H Hi H i Hiy i x
m Y Y X X m   

            
 

 

1

11 1 / /, ,
[( ) ( ) ]H

HH s y g H y gsy
Y m Y m 

          

1

1 11 ( ) / ( ) / ( ) , ,
[( ( ) ) ( ( ) ) ] ,H

H Hs Hx g x g s x
X m X m 

               
 

 

1

11 1 / /, ,
[( ) ( ) ]H

HH i y g H y giy
Y m Y m 

          

1

1 11 ( ) / ( ) / ( ) , ,
[( ( ) ) ( ( ) ) ] .H

H Hi Hx g x g i x
X m X m 

             


 
  (20.10) 

Ñîîòíîøåíèÿ (20.10) ñëåäóþò èç ôîðìóë (20.9). 
Ñëåäñòâèå. Èç ñîîòíîøåíèé (20.10) âèäíî, ÷òî ãðàíèöû ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
hsym , 

hiym  h-é êîìïîíåíòû ãèïåðñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû Y

 îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 

  ( )
M M ( ) ,

h hsy s h s h s x
m Y X m 

     



  

  ( )
M M ( ) ,

h hiy i h i h i x
m Y X m 

     



              (20.11) 

à ãðàíèöû äèñïåðñèè 
hsyD , 

hiyD  h -é êîìïîíåíòû – âûðàæåíèÿìè 

2 2
/ ( )/ ( )

[( ) ] [( ( ) ) ] ,
h h h hsy s h y g s h x g s x

D Y m X m D         


  

2 2
/ ( )/ ( )

[( ) ] [( ( ) ) ] .
h h h hiy i h y g i h x g i x

D Y m X m D         


 (20.12) 

20.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГИПЕРСЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

20.3.1. Безынерционное преобразование  
гиперслучайного процесса 

Ïðè áåçûíåðöèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè ãèïåðñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 

( ) { ( ) / }X t X t g G   â ãèïåðñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( ) { ( ) / }Y t Y t g G   

êàæäîå ñå÷åíèå âîçäåéñòâèÿ ( )X t  ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå 

ñå÷åíèå îòêëèêà ( )Y t . 
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Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèé g G  M-ìåðíîå óñëîâíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå 
/

( ; )
x g

F x t


 ( 1 1( , , ), ( , , )M Mx x x t t t 


  ) ñëó÷àéíîãî 

ïðîöåññà ( ) /X t g  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ 
/

( )
x g

F x


 óñëîâíîé âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /X g


, 

êàæäàÿ m-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ðàâíà ñå÷åíèþ ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà ( ) /X t g  â ìîìåíò âðåìåíè mt  ( 1,m M ). Ïîýòîìó âñå õà-

ðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû ãèïåðñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( )X t  ñîâ-

ïàäàþò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè è ïàðàìåòðàìè ñîîòâåòñòâóþùåé 

âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X


. 
Àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ãèïåð-

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè õàðàêòåðèñòèê è ïà-
ðàìåòðîâ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëèøü ôîðìàëüíî íàëè÷èåì 
ïàðàìåòðà, óêàçûâàþùåãî íà çàâèñèìîñòü ýòèõ õàðàêòåðèñòèê è 
ïàðàìåòðîâ îò âðåìåíè. Óêàçàííîå ñîâïàäåíèå õàðàêòåðèñòèê è 
ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ áåçûíåð-
öèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñîîòíîøå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ 
âåëè÷èí. 

20.3.2. Преобразование гиперслучайного процесса 
линейным инерционным оператором 

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ñòàöèîíàð-
íûé ôèëüòð, õàðàêòåðèçóåìûé èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé ( )h  . Îòêëèê ( )y t  òàêîãî ôèëüòðà íà âîçäåéñòâèå ïðî-

öåññà ( )x t  îïèñûâàåòñÿ ñâåðòêîé  

0

( ) ( ) ( )y t x t h d


     . 

Ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîä ôèëüòðà ãèïåðñëó÷àéíîãî ïðîöåññà 

( ) { ( ) / }X t X t g G  , ïðåäñòàâëÿåìîãî ìíîæåñòâîì óñëîâíûõ 

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( ; )
x g

F x t


, íà âûõîäå ãèïåðñëó÷àéíûé 

ïðîöåññ ( ) { ( ) / }Y t Y t g G   îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì óñëîâíûõ 

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( ; )
y g

F y t


.  

Ðàñ÷åò ôóíêöèè 
/

( ; )
y g

F y t


 – íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Îäíàêî îñ-

íîâíûå õàðàêòåðèñòèêè îòêëèêà ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè 
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âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûå 

äâà ìîìåíòà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( ) /Y t g  äëÿ ôèêñèðîâàííûõ 

óñëîâèé g îïèñûâàþòñÿ [Ëåâèí, 1974, Ãîðáàíü, 2003] ñëåäóþùè-
ìè ôîðìóëàìè: 

/ /

0

( ) ( ) ( )
t

y g x gm t m t h d     , 

1 2

/ 1 2 / 1 1 2 2 1 2 1 2

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ,
t t

y g x gK t t K t t h h d d            

1 2

/ 1 2 / 1 1 2 2 1 2 1 2

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ,
t t

y g x gR t t R t t h h d d             

2

/ 1 2 / 1 2

0

( , ) ( , ) ( )
t

xy g x gR t t R t t h d     ,         (20.13) 

ãäå / ( )y gm t , / ( )x gm t  – óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò-

êëèêà è âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ; / 1 2( , )y gK t t , / 1 2( , )x gK t t  – óñëîâ-

íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îòêëèêà è âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ; 

/ 1 2( , )y gR t t , / 1 2( , )x gR t t  – óñëîâíûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè îò-

êëèêà è âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ; / 1 2( , )xy gR t t  – óñëîâíàÿ âçàèìíàÿ 

êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ îòêëèêà è âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ. 
Çíàíèÿ óñëîâíûõ ìîìåíòîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåí-

òîâ ãðàíèö ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîöåññà, íî äîñòàòî÷íî äëÿ ðàñ-
÷åòà ãðàíèö åãî ìîìåíòîâ: 

/( ) sup ( )sy y g
g G

m t m t


 , /( ) inf ( )iy y g
g G

m t m t


 , 

1 2 / 1 2( , ) sup ( , ),sy y g
g G

R t t R t t


  1 2 / 1 2( , ) inf ( , )iy y g
g G

R t t R t t


  

è äð. 
Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ïðè âñåõ óñëî-

âèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ( )X t , êîãäà ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì g G  óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå /x gm  íå çà-

âèñèò îò àðãóìåíòà t, à óñëîâíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 

/ ( )x gK   çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè  çíà÷åíèé àðãóìåíòà t  è óñ-

ëîâèé g, ñîîòíîøåíèÿ (20.13) èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä: 

/ /

0

( ) ( )
t

y g x gm t m h d   , 
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1 2

/ 1 2 / 2 2 1 1 1 2 1 2

0 0

( , ) ( ( ) ) ( ) ( ) ,
t t

y g x gK t t K t t h h d d            

1 2

/ 1 2 / 2 2 1 1 1 2 1 2

0 0

( , ) ( ( )) ( ) ( ) ,
t t

y g x gR t t R t t h h d d            

2

/ 1 2 / 2 1

0

( , ) ( ) ( )
t

xy g x gR t t R t t h d      . 

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî îòêëèê íà âîçäåéñòâèå ñòà-

öèîíàðíîãî ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé â îáùåì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûé ïðè âñåõ óñëî-

âèÿõ ãèïåðñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Îäíàêî ïðè ðàññìîòðåíèè îòêëè-

êà â ìîìåíòû âðåìåíè, îòñòîÿùèå îò íà÷àëà âîçäåéñòâèÿ âõîä-

íîãî ïðîöåññà íà âåëè÷èíó, ïðåâîñõîäÿùóþ äëèòåëüíîñòü èìïó-

ëüñíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè T, ïðèáëèæåííî îòêëèê îêà-

çûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, ïðîöåññû ( )X t  è 

( )Y t  – ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ è ôîðìóëû 

ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé âèä: 

/ /

0

( )
T

y g x gm m h d   , 

/ / 2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
T T

y g x gK K h h d d             

/ / 2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
T T

y g x gR R h h d d              

/ / 1 1 1

0

( ) ( ) ( )
T

xy g x gR R t h t dt    .                (20.14) 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâíûå ñïåêòðàëüíûå 

ïëîòíîñòè ìîùíîñòè îòêëèêà / ( )y gS f  è âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ 

/ ( )x gS f  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì  

2
/ /( ) | ( ) | ( )y g x gS f K f S f ,                 (20.15) 

ãäå ( )K f  – ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà. 

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñòàöèîíàðíûé ïðè âñåõ óñëîâèÿõ ãèïåðñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ ( )X t  ñ ãðàíèöàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

sxm , ixm , ãðàíèöàìè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ( )sxS f , 

( )ixS f , êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ýòèõ ãðàíèö ( )
sxSK  , 

( )
ixSK   è èõ êîâàðèàöèîííûìè ôóíêöèÿìè ( )

sxSR  , ( )
ixSR   ïîä-

âåðãàåòñÿ ôèëüòðàöèè ôèëüòðîì, îïèñûâàåìûì êîìïëåêñíîé ïå-

ðåäàòî÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé ( )K f , ñîîòâåòñòâóþùåé èìïóëüñíîé 

ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå ( )h t  äëèòåëüíîñòüþ T. Òîãäà îòêëèê 

ôèëüòðà â ìîìåíò âðåìåíè t T  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàð-
íûé ãèïåðñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ýòîãî ïðîöåññà (0)sy sxm K m , (0)iy ixm K m , åñëè (0) 0K  , è 

(0)sy ixm K m , (0)iy sxm K m , åñëè (0) 0K  , ãðàíèöû ñïåêòðàëü-

íîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè 

2
( ) ( ) ( )sy sxS f K f S f , 

2
( ) ( ) ( )iy ixS f K f S f , 

êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 
ìîùíîñòè 

2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
sy sx

T T

S SK K h h d d             

2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
iy ix

T T

S SK K h h d d             

à êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 
ìîùíîñòè  

2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) ,
sy sx

T T

S SR R h h d d             

2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ( )) ( ) ( ) .
iy ix

T T

S SR R h h d d             

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñîîòíîøåíèÿõ (20.14) 
è (20.15). 

Ñëåäñòâèå. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äèñ-
ïåðñèè ãðàíèö ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè îòêëèêà  

2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ,
sy sx

T T

S SD R h h d d          
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2 1 1 2 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) .
iy ix

T T

S SD R h h d d          

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òåîðåìó. Ïðè 
ïîñòóïëåíèè íà âõîä ôèëüòðà ãèïåðñëó÷àéíîãî áåëîãî ïðè âñåõ óñ-
ëîâèÿõ øóìà, îïèñûâàåìîãî óñëîâíûìè ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñ-     

òÿìè ìîùíîñòè / / 2n g gS N , ãäå gN  – êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ 

óñëîâèÿìè g , ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòêëèêà 

0sy iy sx ixm m m m    , ãðàíèöû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñ-

òè ïðîöåññà íà âûõîäå 
2

( ) ( ) / 2sy sS f K f N , 
2

( ) ( ) / 2iy iS f K f N , 

à êîððåëÿöèîííûå è êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè ãðàíèö ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè 

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2sy sy

T
s

S S

N
K R h h d          

2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2iy iy

T
i

S S

N
K R h h d          

ãäå sN  è iN  – ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû êîí-

ñòàíò gN , g G . 

*   *   * 

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ (ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ) è èõ ìîìåí-

òîâ, ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ìîìåíòîâ è ãðàíèö ìî-

ìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ) ïîêàçûâàåò: 

 âñå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîãóò 

áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé 

ñêàëÿðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; 

 äëÿ îïèñàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ 

âåëè÷èí óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èí ñ 

ïîìîùüþ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ è óñëîâíûõ ìîìåí-

òîâ, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ãðàíèö ìîìåíòîâ; 

 âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ è ìîìåíòîâ ãðàíèö äëÿ îïèñàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíûõ 

ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îãðàíè÷åíû, ÷òî îáóñëîâëåíî çíà÷èòåëü- 
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íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê è 

ïàðàìåòðîâ ãðàíèö ïðåîáðàçîâàííîé âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû ïî äàííûì èñõîäíîé âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû; 

 äëÿ îïèñàíèÿ áåçûíåðöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãèïåðñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþ-

ùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; 

 ïðè èíåðöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îñíîâíûìè ñïîñîáàìè 

ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûå 

ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (â ïåðâóþ î÷åðåäü óñëîâíûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå îæèäàíèÿ è óñëîâíûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè), ãðàíè-

öû ýòèõ ìîìåíòîâ, à òàêæå ãðàíèöû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 

ìîùíîñòè. 
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Глава 21 
 

ОСНОВЫ СТАТИСТИКИ 
ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ЯВЛЕНИЙ  

 
 
 
 
 
 

Ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè è ïðèâåäåíû åå 

ñâîéñòâà. Îïèñàíà ìåòîäîëîãèÿ ôîðìèðîâàíèÿ îöåíîê õàðàêòåðèñ-

òèê ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Àêöåíòèðîâàíî âíèìàíèå íà íàðóøå-

íèè ñõîäèìîñòè ðåàëüíûõ îöåíîê è àäåêâàòíîñòè èõ îïèñàíèÿ ãèïåð-

ñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè.  

21.1. ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ВЫБОРКА 

Ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòà-    

âèòü ìíîæåñòâîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /X g , íàáëþäàåìûõ â óñëî-

âèÿõ g G :  /X X g G  . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà /X g  ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó, îäíîçíà÷íî ñâÿçàí-

íóþ ñ óñëîâèÿìè g G , ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  /X X g G   

âûðîæäàåòñÿ âî ìíîæåñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí. 
Îïðåäåëåíèå 1. Ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû  /X X g G   íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî 

âñåõ åå ðåàëèçàöèé (÷ëåíîâ èëè ýëåìåíòîâ), íàáëþäàåìûõ âî âñåõ 

óñëîâèÿõ g G . Ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü êàê ñ÷åòíûì, òàê è 

íåñ÷åòíûì.  
Ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìíî-

ãîçíà÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF x  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû X, ìíîæåñòâà óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x  

( g G ), âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )SxF x , ( )IxF x , ìîìåíòîâ ãðàíèö, ãðàíèö ìîìåíòîâ è äðóãèõ õà-

ðàêòåðèñòèê. 
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñ-

òè 

 1( ,..., ) /Nx x x x g G  
  
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ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïîëó÷åííîå ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå N 

îïûòîâ â óñëîâèÿõ g G


, ãäå 1( , , )Ng g g


  – âåêòîð óñëîâèé, 

ðàç

( , , )
N

G G G


 , íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, à 

åå ýëåìåíòû 1,..., Nx x  – âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè èëè ðåàëèçàöèÿìè.  

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà /n nx g  ( 1, )n N  âåêòîðà /x g
 

 ãèïåðñëó-

÷àéíîé âûáîðêè X


 â óñëîâèÿõ g G


 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåð-

ìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó, à êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ nx  âåêòîðà X


 

áåç êîíêðåòèçàöèè óñëîâèé – ìíîæåñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ 
âåëè÷èí. 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ âûáîðêà ìîæåò ôîðìèðî-

âàòüñÿ â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ g G . Ïðè ýòîì  /x x g G 
 

. 

Ñ÷èòàþò, ÷òî âûáîðêà 1,..., Nx x  ïðèíàäëåæèò ãèïåðñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíå  /X X g G   ñ óñëîâíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ ( )x gF x  ( g G ), åñëè îíà ïîëó÷åíà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñ-

òè, îïèñûâàåìîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ g ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x . 

Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âûáîðîê 1( ,..., )Nx x x 
  /x g G

 
 

îáúåìîì N, ñôîðìèðîâàííûõ èç îäíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N-ìåðíûé ãèïåðñëó÷àéíûé âåêòîð: 

 1( ,..., ) /NX X X X g G  
  

, 

íàçûâàåìûé ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêîé èëè âûáîðî÷íîé ñîâîêóïíîñòüþ.  
Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ãèïåðñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà îïèñûâàþòñÿ îäíîé è òîé æå ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé 

ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF x . Êîìïîíåíòû /n nX g  ( 1, )n N  ýòîãî âåê-

òîðà â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ g G


 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ ( )
nx gF x  ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. 

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
nx gF x  çàâèñÿò îò íîìåðà ýëåìåíòà 

âûáîðêè îïîñðåäîâàííî (÷åðåç óñëîâèÿ ng ). 

Òàêàÿ âûáîðêà – îäíîðîäíàÿ. Äðóãîé òèï âûáîðêè – íåîäíîðîä-
íàÿ. Íåîäíîðîäíàÿ âûáîðêà ôîðìèðóåòñÿ èç ðàçíûõ ãåíåðàëüíûõ 
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ñîâîêóïíîñòåé. Êàæäûé åå ýëåìåíò îïèñûâàåòñÿ ñâîåé ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
n nx gF x  ñëó-

÷àéíîé êîìïîíåíòû /n nX g  íåîäíîðîäíîé âûáîðêè ïðÿìî çàâè-

ñèò îò íîìåðà ýëåìåíòà âûáîðêè n. 

Êîìïîíåíòû nX  ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè X


 áóäåì ïîëàãàòü 

âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ, åñëè íå îãîâîðåíî 
ïðîòèâíîå. Ïðè âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò óñëîâíàÿ 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 
/

( )
x g

F x 


 ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè X


 â 

óñëîâèÿõ g G


 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 

//
1

( ) ( )
n n

N

x g nx g
n

F x F x


  


. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ñòàòèñòèêîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ 

( )Y Y X


 âûáîðêè X


, âàðèàöèîííûì (ñòàòèñòè÷åñêèì) ðÿäîì â 

óñëîâèÿõ g G


 – ðåàëèçàöèè âûáîðêè /x g
 

, óïîðÿäî÷åííûå 

ïî âîçðàñòàíèþ èëè óáûâàíèþ, à ðàíæèðîâàííûì ðÿäîì â óñëî-

âèÿõ g G


 – ðåàëèçàöèè âûáîðêè /x g
 

, óïîðÿäî÷åííûå ïî 

óáûâàíèþ. 
Ïî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçëè÷íûå åå õàðàêòåðèñòèêè è ïàðàìåòðû, 

íàïðèìåð, óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x , ãðàíè-

öû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SxF x , ( )IxF x , óñëîâíûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå îæèäàíèÿ /x gm , ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Sxm , 

Ixm , ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ sxm , ixm , óñëîâíûå 

äèñïåðñèè /x gD , äèñïåðñèè ãðàíèö SxD , IxD , ãðàíèöû äèñïåð-

ñèè sxD , ixD  è ïð.  

Ïî ðåàëèçàöèÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåííûõ ñòàòèñòèê 
ìîæíî âû÷èñëèòü îöåíêè ýòèõ æå õàðàêòåðèñòèê, â ÷àñòíîñòè, 

îöåíêè óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ *
/ ( )x gF x , îöåíêè ãðà-

íèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )SxF x , * ( )IxF x , îöåíêè óñëîâíûõ 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé *
/x gm , îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé ãðàíèö *
Sxm , *

Ixm , îöåíêè ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
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*
sxm , *

ixm , îöåíêè óñëîâíûõ äèñïåðñèé *
/x gD , îöåíêè äèñïåðñèé 

ãðàíèö *
SxD , *

IxD , îöåíêè ãðàíèö äèñïåðñèè *
sxD , *

ixD  è äð. 

Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûå âûøå ñòàòèñòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ åñ-
òåñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà ãèïåðñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è ôóíêöèè 
ïîäîáíî òîìó, êàê â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñòàòèñ-
òè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àéíûå 
ñîáûòèÿ è ôóíêöèè. 

21.2. МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ И ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ  
ВЫБОРОК 

Â ñòàòèñòèêå ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ íå îäè-
íî÷íûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è âåëè÷èíû, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ñîáûòèé è âåëè÷èí (ðèñ. 21.1, à–ã). Îíè ìîãóò áûòü êàê îäíî-
ðîäíûìè (èìåþùèìè îäèíàêîâûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ: 
ðèñ. 21.1, à, â), òàê è íåîäíîðîäíûìè (èìåþùèìè ðàçíûå çàêî-
íû ðàñïðåäåëåíèÿ: ðèñ. 21.1, á, ã). 
 

Ðèñ. 21.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé (îäíîðîäíûõ (à) è íåîäíî-
ðîäíûõ (á)), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (îäíîðîäíûõ (â) è íåîäíî- 
ðîäíûõ (ã)) è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (ñòàöèîíàðíûé (ä) è íåñòàöèîíàðíûé (å)) 
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Ðèñ. 21.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé (îäíîðîäíûõ (à) è 
íåîäíîðîäíûõ (á)), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (îäíîðîä-
íûõ (â) è íåîäíîðîäíûõ (ã)) è ãèïåðñëó÷àéíûå ïðîöåññû (ñòàöèîíàðíûé (ä) 

è íåñòàöèîíàðíûé (å)) 

 
Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ïðîöåññû) ìîãóò áûòü 

ñòàöèîíàðíûìè (ðèñ. 21.1, ä) è íåñòàöèîíàðíûìè (ðèñ. 21.1, å), à 
ñëó÷àéíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ (ïîëÿ) – îäíîðîä-
íûìè è íåîäíîðîäíûìè. 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé èëè âåëè÷èí ìîæíî 

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ( )X t , ó êîòîðîãî îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ T – äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê 1 2, , , Nt t t . 

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé äèñêðåòíî (ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 
íàñòóïëåíèþ èëè íå íàñòóïëåíèþ ñîáûòèÿ), à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ- 
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òè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îíî ìîæåò áûòü êàê íåïðåðûâíûì, òàê è 
äèñêðåòíûì. 

Â ñòàòèñòèêå ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è âåëè÷èí 

(ðèñ. 21.2, à–ã). Îíè ìîãóò áûòü êàê îäíîðîäíûìè (èìåþùèìè 

îäèíàêîâûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñòàòèñ-

òè÷åñêèõ óñëîâèÿõ: ðèñ. 21.2, à, â), òàê è íåîäíîðîäíûìè (èìåþ-

ùèìè ðàçíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ óñëî-

âèÿõ: ðèñ. 21.2, á, ã). 
Ãèïåðñëó÷àéíûå ïðîöåññû ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíûìè (îïè-

ñûâàòüñÿ îäíèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ 

ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ: ðèñ. 21.2, ä) è íåñòàöèîíàðíûìè (îïè-

ñûâàòüñÿ èçìåíÿþùèìñÿ âî âðåìåíè çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè 

ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ: ðèñ. 21.2, å). Òàêæå ãèïåðñëó÷àéíûå 

ïîëÿ ìîãóò áûòü îäíîðîäíûìè è íåîäíîðîäíûìè. 

21.3. ОЦЕНКИ ХАРАКТЕРИСТИК И ПАРАМЕТРОВ  
ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x , ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ( )SxF x , ( )IxF x , ìîìåíòû /x gm , Sxm , Ixm , sxm , ixm , /x gD , 

SxD , IxD , sxD , ixD  è ïð. ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå æå îöåíêè *
/ ( )x gF x , * ( )SxF x , * ( )IxF x , 

*
/x gm , *

Sxm , *
Ixm , *

sxm , *
ixm , *

/x gD , *
SxD , *

IxD , *
sxD , *

ixD  è ïð. ÿâëÿþòñÿ 

äåòåðìèíèðîâàííûìè, åñëè ïîëó÷åíû ïî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè 

ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè X


, è ãèïåðñëó÷àéíûìè, åñëè ðàññ÷è-
òàíû ïî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. 

Ïðîöåäóðà ôîðìèðîâàíèÿ óêàçàííûõ îöåíîê ìîæåò ñòðîèòü-
ñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà G óñëîâèé g ôîð-
ìèðóþòñÿ âûáîðêè 

 1,..., /Nx x x g G 


. 

Ïî âûáîðêàì äëÿ êàæäûõ óñëîâèé g  â îòäåëüíîñòè ðàññ÷èòû-

âàþòñÿ îöåíêè óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ: îöåíêà óñ-

ëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *
/ ( )x gF x , îöåíêà óñëîâíîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ *
/x gm , îöåíêà óñëîâíîé äèñïåðñèè *

/x gD  è äð. 

Ïî îöåíêàì óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ *
/ ( )x gF x g G   
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Ðèñ. 21.3. Ìîäåëè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ 
ñîáûòèé (à), ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (á) è ãèïåðñëó÷àéíîãî 
ïðîöåññà (â) ïðè ìåäëåííîì  

èçìåíåíèè óñëîâèé 

 
âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: 

* *
/( ) sup ( ),Sx x g

g G

F x F x


  * *
/( ) inf ( )Ix x g

g G
F x F x


  

è îöåíêè õàðàêòåðèñòèê, õàðàêòåðèçóþùèå ýòè ãðàíèöû: îöåíêè 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö *
Sxm , *

Ixm , îöåíêè äèñïåðñèé 

ãðàíèö *
SxD , *

IxD  è ïð. Ïî îöåíêàì óñëîâíûõ âåëè÷èí îïðåäå-

ëÿþòñÿ îöåíêè ãðàíèö ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, ïî 

îöåíêàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé *
/x gm  – îöåíêè ãðàíèö ìàòå- 
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ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ * *
/supsx x g

g G

m m


 , * *
/infix x g

g G
m m


 , ïî îöåíêàì óñ-

ëîâíûõ äèñïåðñèé *
/x gD  – îöåíêè ãðàíèö äèñïåðñèè * *

/sup ,sx x g
g G

D D


  

* *
/infix x g

g G
D D


  è ò.ä. 

Îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ìîæíî îæèäàòü ïðè ôîðìèðîâà-

íèè òðåáóåìîé âûáîðêè  1,..., /Nx x x g G 


 èç-çà ñëîæíîñòè 

îáåñïå÷åíèÿ, êîíòðîëÿ è ïîääåðæàíèÿ óñëîâèé g G . Îäíàêî 

âîïðîñ îáëåã÷àåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ðÿäà èñêîìûõ õàðàêòå-

ðèñòèê íå òðåáóþòñÿ çíàíèÿ òîãî, â êàêèõ èìåííî óñëîâèÿõ 

ïîëó÷åíû óñëîâíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ãëàâíîå, ÷òîáû íà óðîâíå 

óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèê áûëè ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå óñ-

ëîâèÿ g ìíîæåñòâà G è â ìàññèâ äàííûõ, èñïîëüçóåìûé äëÿ 

ðàñ÷åòà óñëîâíûõ õàðàêòåðèñòèê â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ, íå ïî-

ïàäàëè äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì óñëîâèÿì. 
Îáû÷íî ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ëåãêî îáåñïå÷èòü, ïîñêîëüêó 

óñëîâèÿ, õîòÿ è èçìåíÿþòñÿ çà÷àñòóþ íåïðåðûâíî, íî äîñòàòî÷íî 
ìåäëåííî, è ïîýòîìó íà îñíîâå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè ìîæíî óêàçàòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ maxN , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ áóäóò ïðàêòè÷åñêè íåèçìåí-

íûìè (ðèñ. 21.3). Ýòî ïîçâîëÿåò ñîáèðàòü äàííûå íà äîñòàòî÷íî 
áîëüøîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, íå çàáîòÿñü î òîì, êàêîâû â êîí-
êðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè óñëîâèÿ è â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
îíè ÷åðåäóþòñÿ. Äàëåå ïîëó÷åííûå äàííûå ìîæíî ðàçäåëÿòü íà 

ôðàãìåíòû ïî maxN  ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è èñïîëüçîâàòü 

äëÿ ðàñ÷åòà èñêîìûõ îöåíîê. Ãëàâíîå ïðè òàêîì ïîäõîäå – îáåñ-
ïå÷èòü îõâàò âñåõ âîçìîæíûõ óñëîâèé íàáëþäåíèÿ. 

21.4. СХОДИМОСТЬ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ОЦЕНОК 

Âàæíûì ñâîéñòâîì ðÿäà ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ èõ 

ñõîäèìîñòü ê îïðåäåëåííûì âåëè÷èíàì è õàðàêòåðèñòèêàì. 

Ðàññìîòðèì ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X. Ïóñòü 1,..., NX X  – 

âûáîðêà ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îáúåìîì N , * / g  – 

ñôîðìèðîâàííàÿ ïî âûáîðêå â óñëîâèÿõ g ñëó÷àéíàÿ îöåíêà 
(ñòàòèñòèêà), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè 

ê ÷èñëîâîìó ïàðàìåòðó / g .  
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Òîãäà ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà  * *= / g G    ñõîäèòñÿ ïî âå-

ðîÿòíîñòè (â îáîáùåííîì ñìûñëå) ê ìíîæåñòâó ÷èñåë 

 = / g G    (ñì. ïàðàãðàô 18.4), à ãðàíèöû îöåíêè 

* *= sup /s
g G

g


  , * *= inf /i
g G

g


   – ê ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì 

= sup /s
g G

g


  , = inf /i
g G

g


  . Â ÷àñòíîñòè, êîãäà â êà÷åñòâå ðàññìàòðè-

âàåìûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ âûñòóïàþò ìîìåíòû, îöåíêè ãðàíèö 

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ *
sxm , *

ixm  ñõîäÿòñÿ ê ãðàíèöàì ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ sxm , ixm , à îöåíêè ãðàíèö äèñïåðñèè *
sxD , 

*
ixD  – ê ãðàíèöàì äèñïåðñèè sxD , ixD . 

Ñõîäèìîñòü îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåò-

ñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè – òåîðåìîé 

Ãëèâåíêî (ñì. ïàðàãðàô 4.1). 

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè N    îöåíêè ýìïèðè-

÷åñêèõ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ *
/ ( )x gF x  g G   ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâíûì 

ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )x gF x . Ïîýòîìó îöåíêè ãðàíèö ãè-

ïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *( )SF x , *( )IF x  ñõîäÿòñÿ ê 

ãðàíèöàì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SF x , ( )IF x . Åñëè ìîìåíòû 

ãðàíèö ( )SF x , ( )IF x  ñóùåñòâóþò, òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè 

ìîìåíòîâ ãðàíèö ñõîäÿòñÿ ê ìîìåíòàì ãðàíèö. Â ÷àñòíîñòè, 

îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãðàíèö *
Sxm , *

Ixm  ñõîäÿòñÿ ê 

ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ãðàíèö Sxm , Ixm , îöåíêè äèñïåðñèè 

ãðàíèö *
SxD , *

IxD  – ê äèñïåðñèè ãðàíèö SxD , IxD  è ò.ä. 

Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè íå âñå òàê ïðîñòî. 

Â ïàðàãðàôå 4.1 îáðàùåíî âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îòñóò-

ñòâèè ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîìåíòîâ îöåíêè ìîìåíòîâ íå ñõî-

äÿòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ê ÷èñëàì (ïîñêîëüêó ìîìåíòû íå ñó-

ùåñòâóþò). Óæå ïîýòîìó îöåíêè ìîìåíòîâ ãðàíèö ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è îöåíêè ãðàíèö ìîìåí-

òîâ ìîãóò íå èìåòü îáû÷íûõ ïðåäåëîâ.  
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Òåîðåòè÷åñêè ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà ìîæåò ñõîäèòüñÿ â 

îáû÷íîì ñìûñëå ê ÷èñëó, ñõîäèòüñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå ê èí-

òåðâàëó èëè ðàñõîäèòüñÿ (ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè).  

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò (ñì. ÷àñòü II), 

÷òî ðåàëüíûå îöåíêè íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ íå 

ïðîÿâëÿþò òåíäåíöèè ñòðåìëåíèÿ íè ê îïðåäåëåííûì êîíå÷íûì 

çíà÷åíèÿì, íè ê áåñêîíå÷íî áîëüøèì çíà÷åíèÿì. Îíè ôëóêòóè-

ðóþò â íåêîòîðûõ äèàïàçîíàõ çíà÷åíèé, èíà÷å ãîâîðÿ, ñõîäÿòñÿ 

â îáîáùåííîì ñìûñëå ê èíòåðâàëàì. 

Ó ðàçíûõ îöåíîê âåëè÷èíà ýòèõ èíòåðâàëîâ ðàçíàÿ. Ó ìåíåå 

óñòîé÷èâûõ îöåíîê îíà áîëüøå, à ó áîëåå óñòîé÷èâûõ – ìåíüøå. 

Êàê ïðàâèëî, îöåíêè ãðàíèö èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáëàäàþò 

áîëüøåé ñòàáèëüíîñòüþ, ÷åì îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåò-

ðîâ1. 

Ëþáûå ìîäåëè, â òîì ÷èñëå ãèïåðñëó÷àéíûå, ñòðîÿò íà îñíî-

âå îãðàíè÷åííîãî íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ î ðåàëüíîì îáúåêòå, 

ïðè÷åì, çà÷àñòóþ, äîâîëüíî ïðèáëèæåííûõ. Ïîýòîìó âîçìîæíû 

ðàçíûå âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòà â ðàìêàõ îäíîãî è òîãî 

æå ìîäåëüíîãî ðÿäà.  

Ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ 

ïîìîùüþ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ó êîòîðîé ñîñòàâëÿþùèå 

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü êàê ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè 

ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåííûì ïàðàìåòðàì è õàðàêòåðèñòèêàì, 

òàê è ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè.  

Óäîáíûì âàðèàíòîì îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé 

îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå åå ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X, 

ó êîòîðîé âñå ñîñòàâëÿþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû /X g  ñòàòèñ-

òè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìûì ïàðàìåò-

ðàì è õàðàêòåðèñòèêàì. Ïðè ýòîì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè ìîäåëèðóþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàðèàöèÿìè óñëîâèé g. 
 

                                                 
1 Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì ðàçðàáîòêè 

ïåðâûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé. 

 



263 

ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО  
АНАЛИЗА РАСХОДЯЩИХСЯ  
И МНОГОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, èç-

ëîæåííûå â ÷àñòè III ìîíîãðàôèè, çàòðàãèâàþò ìàëîèçó÷åííóþ 

îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êàñàþùóþñÿ íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè è ìíî-

ãîçíà÷íîñòè. 

Ðàçðàáîòàííûå â åå ðàìêàõ ìåòîäû è ïîäõîäû ïðèìåíèòåëüíî 

ê çàäà÷àì ñòàòèñòèêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ 

ïî òèïó êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îäíîçíà÷íûõ 

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è 

ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.  

Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå òàêæå 

ïðè ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, ïðè-

÷åì íå òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèõ.  

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ìîíîãðàôèè ïîñâÿùåíà îñíîâàì ýòîé çàðîæ-

äàþùåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. 

ЧАСТЬ IV 



264 

Глава 22 
 

РАСХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  
И ФУНКЦИИ  

 
 
 
 
 
 

Ïîíÿòèå ïðåäåëà ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáùå-
íî íà ñëó÷àé ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðàñõîäÿùèõñÿ 
ôóíêöèé. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ïðåäåëà, ïðèíèìàþùåãî îáÿçà-  
òåëüíî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, îáîáùåííûé ïðåäåë ïðèíèìàåò ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé. Äëÿ ðàñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ââåäåíî ïîíÿòèå ñïåêòðà ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Äîêàçàíà òåîðåìà î 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ. 

22.1. ПРОБЛЕМА НАРУШЕНИЯ СХОДИМОСТИ 

Íàðóøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â íàðóøåíèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåä-
íèõ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. 

Îñíîâîïîëàãàþùèìè ïîíÿòèÿìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè 
ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è ñõîäèìîñòè. Ïîäàâëÿþùåå áîëü-
øèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî íà îñíîâå ýòèõ 
ïîíÿòèé. Ñ èõ ïîìîùüþ ââîäÿòñÿ, íàïðèìåð, ïîíÿòèÿ ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè, íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïðîèçâîäíîé, èíòåãðàëà 
è äð. 

Ñóùåñòâåííûì òðåáîâàíèåì â êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèÿõ 
ïðåäåëà ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, 
è ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ïðåäåëó ÿâëÿåòñÿ 
îáÿçàòåëüíîå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ïðåäåëà. Åñëè åäèí-
ñòâåííîãî ïðåäåëà íåò, òî ñ÷èòàþò, ÷òî ôóíêöèÿ èëè ïîñëåäîâà-    
òåëüíîñòü ïðåäåëà íå èìååò èëè ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ. 

Äàëåêî íå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè èìåþò ïðåäåëû. 
Ê ðàñõîäÿùèìñÿ, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷è-
âûå ïðîöåññû, ðàññìîòðåííûå âûøå, õàîòè÷åñêèå ïðîöåññû ñî 
ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè è äðóãèå. 

Îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè – ñåðüåçíàÿ ïðîáëåìà, êàñàþùàÿñÿ 
ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îäíàêî äî ñèõ ïîð îíà ìàëî 
èçó÷åíà. Â îñíîâíîì, îáñóæäàåòñÿ îíà â ðàìêàõ òåîðèè ïðåäåëîâ 
è â ñâÿçè ñ íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ è èí-
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òåãðàëîâ [Èëüèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ, 1985, Êîðí, Êîðí, 1973, 
Ôèõòåíãîëüö, 1958, Õàðäè, 1951]. 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàñõîäÿùèåñÿ ÷èñëîâûå ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè  nx , ÷ëåíû êîòîðûõ nx  ïðè óâåëè÷åíèè íîìå-

ðà n  òî âîçðàñòàþò, òî óáûâàþò, à òàêæå ðàñõîäÿùèåñÿ ôóíêöèè 

( )x t , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè ïðèáëèæåíèè àðãóìåíòà t ê íåêîòî-

ðîìó çíà÷åíèþ 0t  êîëåáëþòñÿ â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ. 

Îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè íå îçíà÷àåò, ÷òî î ïîâåäåíèè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè  nx  ïðè n    èëè ôóíêöèè ( )x t  ïðè 0t t  

íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Ýòî íå òàê. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåë – ëèøü 
îäèí èç ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èëè ôóíêöèþ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. 

Êàê ñëåäóåò èç äâóõ ïåðâûõ ÷àñòåé ìîíîãðàôèè, âûáîðî÷íûå 
ñðåäíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàñõîäÿòñÿ. Ïîèñê ýôôåêòèâíûõ 
ìåòîäîâ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ïðèâåë ê òåîðèè ãèïåð-
ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, êðàòêîå èçëîæåíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî â 
÷àñòè III.  

Ðàçâèòèå è îáîáùåíèå ìåòîäîâ ýòîé òåîðèè ìîæåò áûòü ïî-
ëåçíûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå ëåæàùèõ âäàëè 
îò çàäà÷ ñòàòèñòèêè. 

Öåëüþ íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçàöèÿ èçâåñòíûõ 
è èçëîæåíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ íàðóøåíèÿ ñõîäè-
ìîñòè. 

22.2. ЧАСТИЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  
И ЧАСТИЧНЫЕ ПРЕДЕЛЫ 

Ïîíÿòèå ïðåäåëà îáû÷íî ââîäèòñÿ ÷åðåç ïîíÿòèå ïðåäåëà îä-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Îïðåäåëåíèå 1 (Êîøè). ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè 

( )x t  ïðè 0t t  (
0

lim ( )
t t

x t a


 ), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî 

÷èñëà  ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî , ÷òî ïðè 

00 t t     (-îêðåñòíîñòè òî÷êè 0t ) ôóíêöèÿ ( )x t  îïðåäåëåíà 

è ( )x t a   . 

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ïðåäåëà äëÿ ôóíêöèè 

( )x t  ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê ïëþñ èëè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè 

( t   , t   ), à òàêæå ïîíÿòèÿ ëåâîñòîðîííåãî è ïðàâîñòî-

ðîííåãî ïðåäåëîâ. 
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Ïîäîáíûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ê ïðåäåëó. 

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî a  íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè 

1 2, , , , , ,n nX x x x x                       (22.1) 

( lim n
n

x a


 ), åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà   ñóùåñ-

òâóåò òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ n N  âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî nx a   . 

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ôóíêöèè ñó-
ùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåíåí. 

Íàëè÷èå ó áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ïðåäåëà a îç-
íà÷àåò, ÷òî â -îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîñðåäîòî÷åíî áåñêîíå÷íîå 
êîëè÷åñòâî åå ÷ëåíîâ (ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ), à 
âíå ýòîé îêðåñòíîñòè íàõîäèòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.  

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé. 

Òåîðåìà 1 (Áîëüöàíî–Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (22.1) èìå-
åò êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî 

÷èñëà 0   ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî íåðàâåíñòâî 

n nx x     âûïîëíÿåòñÿ, êàê òîëüêî n N  è n N  . 

Òåì ñàìûì ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-
äåëà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàëèñü ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èõ íîìåðîâ. 

Ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà è äëÿ ôóíêöèè. 

Òåîðåìà 2 (Áîëüöàíî–Êîøè). Ôóíêöèÿ ( )x t  ïðè 0t t  èìååò 

êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà 

0   ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 0  , ÷òî íåðàâåíñòâî ( ) ( )x t x t     

âûïîëíÿåòñÿ, êàê òîëüêî 0t t   , 0t t    . 

Çàìåòèì, ÷òî ýòè òåîðåìû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ñëó÷àé áåñ-
êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ. 

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäåëîâ èãðàþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 
Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòå-
ëüíîñòü 

1 2
, , , ,

kn n nx x x ,                         (22.2) 

ñôîðìèðîâàííàÿ èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (22.1) ïóòåì 
îòáðàñûâàíèÿ ÷àñòè åå ÷ëåíîâ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ 
îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ. 
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 

1 2, , , ,kn n n   ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (22.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ( 1 2n n   

kn   ). 

Îïðåäåëåíèå 4. ×àñòè÷íûì m-ì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

è ÷àñòè÷íûì m-ì ïðåäåëîì ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ïðåäåëû ma  ÷àñ-

òè÷íûõ m-õ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñôîðìèðîâàííûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èñõîäíîé ôóíêöèè. 

×àñòè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàê æå, êàê èñõîäíûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ìîãóò íå èìåòü ïðåäåëà. 

Èçâåñòåí öåëûé ðÿä òåîðåì äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è 
ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå [Èëüèí, Ñàäîâíè÷èé, Ñåíäîâ, 
1985, Ôèõòåíãîëüö, 1958]. 

Òåîðåìà 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (22.1) (èëè ôóíêöèÿ 

( )x t ) èìååò îïðåäåëåííûé ïðåäåë a (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-

íûé), òî òîò æå ïðåäåë a èìååò è ïîðîæäåííàÿ ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ (ôóíêöèåé) ÷àñòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. 

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. 
Îïðåäåëåíèå 5. Ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàþò 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (22.1), èìåþùóþ ïðåäåë ïðè n   , à ñõîäÿ-

ùåéñÿ ôóíêöèåé â òî÷êå 0t t  – ôóíêöèþ, èìåþùóþ ïðåäåë â 

ýòîé òî÷êå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè, íå óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ýòîìó òðåáîâàíèþ, íàçûâàþò ðàñõîäÿùèìèñÿ. 

Ðàñõîäÿùàÿñÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ñõîäÿùåéñÿ â íåêîòîðîì 
ìíîæåñòâå òî÷åê è ðàñõîäÿùåéñÿ â äðóãîì ìíîæåñòâå òî÷åê. 

Â ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ôóíêöèè ìîæíî âûäå-
ëèòü ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçíûìè ÷àñ-
òè÷íûìè ïðåäåëàìè. 

Ñðåäè ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ñóùåñòâóþò íàèìå-
íüøèé è íàèáîëüøèé ïðåäåëû. 

Îïðåäåëåíèå 6. Íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ïðåäåëàìè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (22.1) (èëè ôóíêöèè ( )x t ) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ( lim inf limn n
n n

x x
 

  è lim sup limn n
n n

x x
 

  äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (22.1) èëè 
0 0

lim inf ( ) lim ( )
t t t t

x t x t
 

  è 
0

lim sup ( )
t t

x t


  

0

lim ( )
t t

x t


  äëÿ ôóíêöèè). 

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 
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Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ôóíêöèÿ) 

èìååò íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ïðåäåëû. Ðàâåíñòâî ýòèõ ïðå-

äåëîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿìè äëÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ôóíêöèè). 

Çàìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû 

òðàêòóþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå òî÷êè, à íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé 

ïðåäåëû – êàê ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïðåäåëüíûå òî÷-

êè. Â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí 

áåñêîíå÷íîñòè (ñî çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ), ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 

ðàñïîëàãàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (ïëþñ èëè ìèíóñ). 

Èçâåñòíî [Ôèõòåíãîëüö, 1958], ÷òî ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë. Ýòîò ïðå-

äåë ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì. Äëÿ îãðàíè÷åííîé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà Áîëüöàíî–

Âåéåðøòðàññà. 

Òåîðåìà 5 (Áîëüöàíî–Âåéåðøòðàññà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü òàêóþ ÷àñòè÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèëàñü áû ê êîíå÷íîìó 

ïðåäåëó. 

22.3. ПРИМЕРЫ РАСХОДЯЩИХСЯ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И ФУНКЦИЙ 

Ïðèìåðîì ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò ñëóæèòü 
÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, îäèíàêîâûõ ïî ìîäó-
ëþ, íî ðàçíîãî çíàêà, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

1, 1, 1, 1,     .          (22.3) 

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà, ðàâíûõ 

1  è 1 . 
Ïðèìåðàìè ðàñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèé ìîãóò ñëóæèòü ñëåäóþ-

ùèå ôóíêöèè: 

1( ) sinx t t  , 0t  ,                      (22.4) 

0

1 0

1
( ) sin , 0 ,

( )
x t t t

t t

 
     

  (22.5) 

ôëóêòóèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå 0[0, )t , ó 

êîòîðîé ïîëóïåðèîäû âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé îïèñûâàþòñÿ âûðà-
æåíèåì (22.5), à ïîëóïåðèîäû óáûâàíèÿ – ëèíåéíîé ôóíêöèåé: 
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1 0

2
2

2

1
sin , [ , ),

( )
( )

2( )
1 , [ , ),

k k

k
k k

k k

t t t
t t

x t
t t

t t t
t t






  
       

      

  

(22.6)

 

ãäå 1 00, 0t   , k  – ÷åòíîå, kt  , kt   – çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t, 

ïðè êîòîðîì íà k-ì ïîëóïåðèîäå (âîçðàñòàíèÿ ñâîèõ çíà÷åíèé) 
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìà-
ëüíîå çíà÷åíèÿ: 

0

1

1

2

kt t

k

  
      

, 0

1

1

2

kt t

k

  
     

,     (22.7) 

01 02

1 01 1 02

1 1
( ) sin sin , 0, , ,

( ) ( )
x t t t t t t

t t t t

   
             

 (22.8) 

01 02

1 01 1 02

01 02

2 01 2 02

1 1
sin sin ïðè 0, èëè ,

( ) ( )
( )

1 1
sin sin ïðè ,

( ) ( )

t t t t t
t t t t

x t

t t t
t t t t

    
               

                
 (22.9) 

ãäå 1 2 01 020, 0, 0 t t      . 

Ôóíêöèÿ (22.4) ðàñõîäèòñÿ ïðè t   , ôóíêöèè (22.5) è 

(22.6) – ïðè 0t t , à ôóíêöèè (22.8), (22.9) – ïðè 01t t  è 

02t t . Ãðàôèêè ôóíêöèé (22.5), (22.6) è (22.8), (22.9) ïðèâåäå-

íû íà ðèñ. 22.1 (ñîîòâåòñòâåííî à–ã). 
Â òî÷êàõ íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè ôóíêöèè (22.4)–(22.6) è 

(22.8), (22.9) èìåþò íåñ÷åòíîå ÷èñëî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ. Ó ôóí-

êöèé (22.4)–(22.6) ýòè ïðåäåëû íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå [ 1, 1] , à 

ó ôóíêöèé (22.8), (22.9) – â èíòåðâàëå [ 2, 2] . 

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü – ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà. Ïîý-
òîìó, êîãäà àðãóìåíò t  ïðèíèìàåò ñ÷åòíîå ÷èñëî äèñêðåòíûõ 
çíà÷åíèé, âûðàæåíèÿ (22.4)–(22.6) è (22.8), (22.9) îïèñûâàþò 
áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ 
ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîëè÷åñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ó íèõ  
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Ðèñ. 22.1. Ðàñõîäÿùèåñÿ ôóíêöèè (22.5), (22.6) è (22.8), (22.9) ïðè 
2

1 2 10   , 5
2 2 10   , 0 10t  , 01 3t  , 02 7t   

 
ìîæåò áûòü êàê áåñêîíå÷íûì, òàê è êîíå÷íûì ÷èñëîì. Íàïðè-
ìåð, ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïèñûâàåìûõ âûðàæåíèÿìè (22.5) è 

(22.6) ïðè 0 /t t t n   , 1 2 /( )t   , 1,2,n   , îíî êîíå÷íî – 

ðàâíî òðåì ( 1, 0, 1 ). 

22.4. СПЕКТР ПРЕДЕЛЬНЫХ ТОЧЕК 
ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ îãðàíè÷åííóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (22.1). Ïóñòü Ia  è Sa  – ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è 

âåðõíÿÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Èíôîðìàòèâíûìè ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ñðåäíåå çíà- 
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÷åíèå 0
2

S Ia a
a


 , äëèíà èíòåðâàëà S Ia a a   , â êîòîðîì íà-

õîäÿòñÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè, è äð. 
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ÷èñëó a , 

òî 0S Ia a a a   , à 0a  ; åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõî-

äèòñÿ, òî ãðàíèöû ðàçëè÷àþòñÿ ( S Ia a ), à 0a  . Â ïîñëåäíåì 

ñëó÷àå àíàëîãîì ïðåäåëà ìîæåò âûñòóïàòü åãî ñïåêòð. 

Îïðåäåëåíèå 7. Ñïåêòðîì xS  ïðåäåëüíûõ òî÷åê (÷àñòè÷íûõ ïðå-

äåëîâ) ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (22.1) áóäåì íàçûâàòü ìíî-
æåñòâî âñåõ åå ïðåäåëüíûõ òî÷åê. 

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè (â ÷àñòíîñòè 
ñïåêòð è ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) ìîãóò 
áûòü êàê îäíîçíà÷íûìè, òàê è ìíîãîçíà÷íûìè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, 
êîãäà îíè îêàçûâàþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè èëè ìîãóò áûòü ìíîãîç-
íà÷íûìè, íàä áóêâàìè, èõ îáîçíà÷àþùèìè, áóäåì ñòàâèòü çíàê 

òèëüäû (êàê â ñëó÷àå ñïåêòðà xS ). 

Â ëþáîì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè â îáîáùåííîì ñìûñëå, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñõîäèìîñòü åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëüíûì òî÷êàì, 
ôîðìóëèðîâàòü ýòîò ôàêò êàê ñõîäèìîñòü ê ñïåêòðó ïðåäåëüíûõ 
òî÷åê è àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàòü â âèäå îáîáùåííîãî ïðåäåëà 

LIMx n
n

S x


 . 

Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîëüêî îäíó ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó. Ðàñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü êî-
íå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ òî÷åê. 

Ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì (ñîñòîÿòü 
èç èçîëèðîâàííûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íå èìåþùèõ â ñâîåé îêðåñò-
íîñòè äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê), íåïðåðûâíûì (ñîñòîÿòü èç âñþäó 
ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê) èëè ñìåøàííûì (äèñêðåò-
íî-íåïðåðûâíûì). Äèñêðåòíûé ñïåêòð ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè 
áåñêîíå÷íûì. Áåñêîíå÷íûé äèñêðåòíûé ñïåêòð ñîäåðæèò ñ÷åò-
íîå ÷èñëî ïðåäåëüíûõ òî÷åê. 

Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè 
èñêëþ÷åíèè èëè äîáàâëåíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 
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22.5. ТЕОРЕМА О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СРЕДНИХ 

Òåîðåìà 6. Ïóñòü áåñêîíå÷íàÿ îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (22.1) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë a . Òîãäà òîò æå 

ïðåäåë a  èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ 1 2, , , ,ny y y  , ãäå 

1

1 n

n i
i

y x
n 

  .                           (22.10) 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ó÷òåì, ÷òî ïî 
óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà   ñóùåñ-

òâóåò òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ n N  ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî nx a   . Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó ny a  äëÿ n N . Ïðè-

íèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (22.10), çàïèøåì  

1 2 nx x x
a

n

  
 


 

 1 2 1

1
.N N nx a x a x a x a x a

n
                

Êàæäûé ìîäóëü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ýòîãî âûðàæåíèÿ ìåíü- 

øå . Ïîýòîìó 

1 2

1
n Ny a x a x a x a N

n
              . 

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè n    è 0   âåëè-

÷èíà ny a . 

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ 1 2, ,y y   èìå-

åò ïðåäåë, òî íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòå-
ëüíîñòü (22.1). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðàñõîäÿùóþ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (22.3), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ êîòî-
ðîé èìååò ïðåäåë, ðàâíûé íóëþ. 

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì, óñëîâèåì 
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè åå ñðåäíèõ. 
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Глава 23 
 

ОПИСАНИЕ РАСХОДЯЩИХСЯ 
 ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И ФУНКЦИЙ  

 
 
 
 

 
Ïðèâåäåí ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è 
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà î 
ñïåêòðå ÷àñòîò çíà÷åíèé ðàçðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäåíû 
ïðèìåðû îïèñàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèé.  

23.1. РАСХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

23.1.1. Разряд, частота значений  
и спектр частот значений 

Ñïåêòð äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü 
îïðåäåëåí íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íà ðàçðÿäû è âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî ðàçðÿäà ìíîæåñòâà 
÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ (ïðåäåëüíûõ òî÷åê) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 
ñôîðìèðîâàííîé èç ÷ëåíîâ, ïîïàäàþùèõ â ðàçðÿä. 

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ðàçðÿäîì (êëàññîâûì èíòåðâàëîì) êîíå÷-
íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîíèìàåòñÿ ëþáîé 
ôèêñèðîâàííûé èíòåðâàë çíà÷åíèé ÷ëåíîâ ðàññìàòðèâàåìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàçðÿäû ñ ïåðåêðûòèåì, îïè-
ñûâàåìûå èíòåðâàëàìè 

1 2 1( , ),( , ), ,( , ),( , )Rx x x      ,           (23.1) 

ãäå rx  – ïðàâûé êîíåö r-ãî ðàçðÿäà ( 1, 1r R  ). 

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , )n x  (ãäå 1,2,n    – ÷èñëî ÷ëåíîâ 

èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  1 2, , ,n nX x x x ) r-ìó ðàçðÿäó ñî-

îòâåòñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü r

nX , îáðàçîâàííàÿ èç ÷ëåíîâ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nX , ïîïàâøèõ â ðàññìàòðèâàåìûé ðàçðÿä 

(òåìíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîëîñà íà ðèñ. 23.1, à). 

Îïðåäåëåíèå 2. ×àñòîòîé çíà÷åíèé r

np  r-ãî ðàçðÿäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè nX  (ðèñ. 23.1, á) áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà  
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Ðèñ. 23.1. Èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

nX  (à) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâà-      

òåëüíîñòü ÷àñòîò çíà÷åíèé  rnp  (á) 

 
 
nr åå ÷ëåíîâ, ïîïàäàþùèõ â r-é 
ðàçðÿä, ê îáùåìó ÷èñëó ÷ëåíîâ n 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nX : 
r

r

n

n
p

n
 . 

Çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû r

np  ëåæàò 

â èíòåðâàëå [0,1] .  

Èç ìíîæåñòâà ÷àñòîò r

np  äëÿ 

ôèêñèðîâàííîãî ðàçðÿäà r è 

1,2,n    ìîæíî îáðàçîâàòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü  r

np .  

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ, ò.å. ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî 
ïðåäåëüíûõ òî÷åê. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ñïåêòðîì r

pS  ÷àñòîò çíà÷åíèé r-ãî ðàçðÿäà 

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X (22.1) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñ-
òâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ (ïðåäåëüíûõ òî÷åê) ïîñëåäîâàòå-

ëüíîñòè ÷àñòîò  r

np  ïðè n   : LIMr r

p n
n

S p


 . 

Èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò 
õîòÿ áû îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë, ñëåäóåò, ÷òî ïðè n    ñïåêòð 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  r

np  èìååò, êàê ìèíèìóì, îäíó ïðåäåëüíóþ 

òî÷êó. 
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè n    â ôîðìèðîâàíèè ëþáîé 

ïðåäåëüíîé òî÷êè r

ap  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  r

np  ñóùåñòâåííóþ 

ðîëü èãðàåò ëèøü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â åå 
îêðåñòíîñòè. 

Â ðàçðÿä ìîæåò ïîïàäàòü êàê áåñêîíå÷íîå, òàê è êîíå÷íîå 
÷èñëî ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X. Åñëè äëÿ 

ðàçðÿäà r ýòî ÷èñëî êîíå÷íîå, òî ñïåêòð r

pS  ñîäåðæèò îäèí íóëå-

âîé ïðåäåë. 
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23.1.2. Теорема о спектре частот значений 
 разряда последовательности 

Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n êîëè÷åñ-

òâî rn  ÷ëåíîâ, ïîïàäàþùèõ â r-é ðàçðÿä, íå óáûâàåò. Âñëåäñòâèå 
ýòîãî îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. 

Òåîðåìà 1. Åñëè ñïåêòð r

pS  ÷àñòîò çíà÷åíèé r-ãî ðàçðÿäà áåñ-

êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ñîäåðæèò äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè 

1

r

ap , 
2

r

ap  (
1 2

r r

a ap p ), òî ïðåäåëüíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå òî÷êà 

r

ap , ëåæàùàÿ â èíòåðâàëå 
1 2

r r r

a a ap p p  . 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî r

ap , 

óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííîìó íåðàâåíñòâó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè íå-

îãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ n  âåëè÷èíà r

np  áåñ-

êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îêàçûâàåòñÿ òî ìåíüøå, òî áîëüøå ÷èñëà r

ap , 

à çíà÷åíèÿ r

np  èçìåíÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìîäóëü ïðèðàùå-

íèÿ 1

r r r

n n np p p    ìåíüøå âåëè÷èíû 1 / n . 

Ñôîðìèðóåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }r

np  íîâóþ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü { }
k

r

np  ïóòåì ñîõðàíåíèÿ ÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 
÷ëåíîì íîâîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî 

÷ëåí r

np  èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }r

np , óäîâëåòâîðÿþùèé 

óñëîâèþ 1

r r r

n a np p p   , 

êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí 
1k

r

np 
 íîâîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè áîëüøå ïðåäûäóùåãî åå ÷ëåíà 
k

r

np  (
1k k

r r

n np p


 ). 

Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà k  ìî-

äóëü îòêëîíåíèÿ 
k

r

np  îò r

ap  óìåíüøàåòñÿ. 

Ïîñêîëüêó 
1

k

r r

a n

k

p p
n

  , òî ïðè k    (òîãäà kn   ) ïðè-

ðàùåíèå 0
k

r r

a np p  , ò.å. r

ap  ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè  
k

r

np . 

Òàêèì îáðàçîì, r

ap  ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè X, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Èç òåîðåìû 1 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ. 
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñïåêòð r

pS  ÷àñòîò çíà÷åíèé r-ãî ðàçðÿäà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ïðè n    èìååò áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé 

òî÷êè, òî îí íåïðåðûâíûé è ñîäåðæèò íåñ÷åòíîå ÷èñëî ïðåäåëü-

íûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó íèæíåé 
I

r

ap  è âåðõíåé 
S

r

ap  ïðå-  

äåëüíûìè òî÷êàìè (çàòåìíåííàÿ îáëàñòü íà ðèñ. 23.1, á). 

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ñïåêòð yS  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 2, , , ,ny y y   

ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X (ñì. ôîðìóëó (22.10)) èìååò 
áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè, òî îí íåïðåðûâíûé è ñîäåðæèò íå-
ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó íèæíåé è âåðõ-
íåé ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè. 

23.1.3. Интервальные функции распределения 
значений последовательности 

Îïðåäåëåíèå 4. R-ðàçðÿäíîé èíòåðâàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ çíà÷åíèé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nX  áóäåì íàçûâàòü 

ôóíêöèþ  

1

, åñëè ( 1, 1),
( )

1, åñëè ,

r r
R n

n R

p x x r R
F x

x x 

    


 

ñôîðìèðîâàííóþ èç ÷àñòîò çíà÷åíèé r

np  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè nX  

äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ ðàçðÿäîâ 1( , ),x  2( , ),x  ,  1( , ),Rx   

( , )  . 

Ýòó ôóíêöèþ (ðèñ. 23.2, à) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåðâàëü-
íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. 
Êàê è ïîñëåäíÿÿ, îíà íåóáûâàþùàÿ è åå çíà÷åíèÿ ëåæàò â èíòåð-

âàëå [0,1] . 
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Ðèñ. 23.2. R-ðàçðÿäíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîíå÷íîé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )R
nF x  (à), ñïåêòð ( )RF x  R-ðàçðÿäíîé èíòåðâàëüíîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (á) è ñïåêòð ( )F x  

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â) 

 

Ïðè n    ôóíêöèÿ ( )R

nF x  íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ. Íàðó-

øåíèå ñõîäèìîñòè ïðèâîäèò ê ìíîãîçíà÷íîñòè. 
Îïðåäåëåíèå 5. R-ðàçðÿäíîé èíòåðâàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X  áóäåì íàçû-

âàòü ìíîæåñòâî (ñïåêòð) ( )RF x  âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè  ( )R

nF x  R -ðàçðÿäíûõ èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé 

ðàñïðåäåëåíèÿ: ( ) LIM ( )R R

n
n

F x F x


  (ðèñ. 23.2, á). 

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ïðåäåëüíûõ òî-

÷åê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî 

âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ( )RF x  ïðè óñ-

òðåìëåíèè ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ 1r r rx x x     ìåæäó âåð-
õíèìè ãðàíèöàìè ñîñåäíèõ ðàçðÿäîâ (ðèñ. 23.1, à) ê íóëþ: 

( )F x   
max 0
LIM ( )

r

r

R

x
F x

 
   (ðèñ. 23.2, â). 
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Ôóíêöèè ( )RF x  è ( )F x  õàðàêòåðèçóþò ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà îñè x  äëÿ ñîîòâåòñòâåííî R -ðàçðÿä-
íîé è áåñêîíå÷íî-ðàçðÿäíîé èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ôóíêöèè – ìíîãîçíà÷íûå, õîòÿ â 

÷àñòíîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü è îäíîçíà÷íûìè. Ñïåêòð ( )RF x  îãðàíè÷åí 

íèæíåé ( )R

IF x  è âåðõíåé ( )R

SF x  ãðàíèöàìè (ðèñ. 23.2, á), à ñïåêòð 

( )F x  – íèæíåé ( )IF x  è âåðõíåé ( )SF x  ãðàíèöàìè (ðèñ. 23.2, â). 

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 òåîðåìû 1 íàõîäÿùàÿñÿ ìåæäó ãðàíè-
öàìè çîíà íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. 

23.1.4. Спектр предельных точек 

Cïåêòð ïðåäåëüíûõ òî÷åê xS  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X ìîæíî 

ðàññìàòðèâàòü ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ.  

Òî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â 

îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì 

ñëó÷àå ñïåêòð ïðåäåëüíûõ òî÷åê xS  – ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ( )F x  – îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ñïåêòð 

xS  – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. 

Åñëè ñïåêòð xS  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî äëÿ åãî 

îïèñàíèÿ ïðèìåíèìû ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé; åñëè îí 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òî – ìåòîäû òåî-
ðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé.  

Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåòñÿ öåëûé 
ðÿä îäíîçíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé, îïèñàííûõ â ãëàâå 15, â 
÷àñòíîñòè: 

 ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )IF x , ( )SF x  è ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö: 

( )
( ) I

I

dF x
f x

dx
 , 

( )
( ) S

S

dF x
f x

dx
 ; 

 ìîìåíòû ãðàíèö: ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö Im , 

Sm , äèñïåðñèè ãðàíèö ID , SD  è ïð.; 

 ãðàíèöû ìîìåíòîâ: ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

im , sm , ãðàíèöû äèñïåðñèè iD , sD  è ïð. 
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23.2. РАСХОДЯЩИЕСЯ ФУНКЦИИ 

Ïóñòü â -îêðåñòíîñòè òî÷êè 0t t  îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ 

ôóíêöèÿ ( )x x t , ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü 

0( )xS t  – ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê (÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ) 

ýòîé ôóíêöèè ïðè 0t t , à 0( )Ix t  è 0( )Sx t  – ñîîòâåòñòâåííî 

íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè.  

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî 0( )xS t  âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

ôóíêöèè ïðè 0t t  áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

(ñïåêòðîì ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ) ôóíêöèè ïðè 0t t . 

Ðàññìàòðèâàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèè â îáîáùåííîì ñìûñëå, áóäåì 
ïîäðàçóìåâàòü ñõîäèìîñòü åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ê ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïðåäåëüíûì òî÷êàì, ôîðìóëèðîâàòü ýòîò ôàêò êàê ñõî-
äèìîñòü ê ñïåêòðó ïðåäåëüíûõ òî÷åê è çàïèñûâàòü àíàëèòè÷åñêè 

âûðàæåíèåì 
0

0( ) LIM ( )x
t t

S t x t


 . 

Âåëè÷èíà 0 0
0 0

( ) ( )
( )

2
S Ix t x t

x t


  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðåäèíó 

èíòåðâàëà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè 

( )x t  ïðè 0t t , à âåëè÷èíà 0 0 0( ) ( ) ( )S Ix t x t x t    – äëèíó ýòîãî 

èíòåðâàëà (øèðèíó ñïåêòðà 0( )xS t ) (ðèñ. 23.3). 

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë a  â òî÷êå 0t t , 

òî 0( )Sx t   0( )Ix t a , à 0( ) 0x t  ; åñëè æå ôóíêöèÿ ðàñõîäèòñÿ 

(íå èìååò åäèíñòâåííîãî ïðåäåëà) â ýòîé òî÷êå, òî 0 0( ) ( )S Ix t x t  è 

0( ) 0x t  . 

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ êîíå÷íîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íå 
ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Ïðè áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ íèæíÿÿ 
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, âåðõíÿÿ ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà èëè îáå ýòè òî÷-
êè ìîãóò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî 
áîëüøèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ.  

 
 

 
 

Ðèñ. 23.3. Ñïåêòð ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

ôóíêöèè ( )xS t  ïðè 0t t  
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Êîëè÷åñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ôóíêöèè ìîæåò áûòü êîíå÷-
íûì, ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì. Åñëè ñïåêòð îáðàçóåò íåïðåðûâ-
íîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü 
ôóíêöèè ê èíòåðâàëó. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà ( )xS t  ïðåäåëüíûõ òî÷åê ôóíêöèè ( )x t  

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîãîçíà÷íóþ (â îáùåì ñëó÷àå) ôóíêöèþ 

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ( ; )F x t , õàðàêòåðèçóåìóþ îä-

íîçíà÷íûìè ãðàíèöàìè ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  (ñì. ðèñ. 23.3).  

Åñëè â òî÷êå 0t t  ôóíêöèÿ ( )x t  ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë, 

ðàâíûé a , òî 

   0 0( ; ) ( ; ) signI SF x t F x t x a , 

ãäå  sign x  – ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî ñêà÷êà.  

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  – îäíîçíà÷-

íàÿ (ñïåêòð ( )xS t  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ), ãðà-

íèöû ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  ñîâïàäàþò. 

Êàê è â ñëó÷àå ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ îïèñà-
íèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîçíà÷íûå 
âåëè÷èíû è õàðàêòåðèñòèêè, â ÷àñòíîñòè: 

 ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  è ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö: 

( ; )
( ; ) I

I

dF x t
f x t

dx
 , 

( ; )
( ; ) S

S

dF x t
f x t

dx
 ; 

 ìîìåíòû ãðàíèö: ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ( )Im t , 

( )Sm t , äèñïåðñèè ãðàíèö ( )ID t , ( )SD t  è ïð.; 

 ãðàíèöû ìîìåíòîâ: ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

( )im t , ( )sm t , ãðàíèöû äèñïåðñèè ( )iD t , ( )sD t  è ïð. (ñì. ãëàâó 17). 

Ñïåêòðû ïðåäåëüíûõ òî÷åê (÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ) ôóíêöèè è 
èõ õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íå òîëüêî íà îñíîâå äâó-
ñòîðîííèõ ïðåäåëîâ, íî è îäíîñòîðîííèõ. Âåëè÷èíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ëåâîñòîðîííèì ïðåäåëàì, áóäåì îáîçíà÷àòü çíàêîì 
«ìèíóñ», à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâîñòîðîííèì ïðåäåëàì – çíàêîì 

 «ïëþñ», íàïðèìåð, ëåâîñòîðîííèé ( )xS t  è ïðàâîñòîðîííèé ( )xS t  

ñïåêòðû, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ( ; )F x t  è 

( ; )F x t  ñîîòâåòñòâåííî ëåâîñòîðîííåãî è ïðàâîñòîðîííåãî ñïåêòðîâ, 
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ãðàíèöû ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  è ( ; )IF x t , ( ; )SF x t ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî ëåâîñòîðîííåãî è ïðà-
âîñòîðîííåãî ñïåêòðîâ. 

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíû è õàðàêòåðèñòèêè, 
ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâîñòîðîííåìó, ïðàâîñòîðîííåìó è äâóñòî-
ðîííåìó ïðåäåëàì, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, â ÷àñòíîñòè, ðàçëè-

÷àþòñÿ ñïåêòðû ( )xS t , ( )xS t  è ( )xS t . 

23.3. ПРИМЕРЫ ОПИСАНИЯ РАСХОДЯЩИХСЯ ФУНКЦИЙ 

Äëÿ èëëþñòðàöèè îïèñàííîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñõî-

äÿùèõñÿ ôóíêöèé âû÷èñëèì ãðàíèöû ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ( ; )F x t  ëåâîñòîðîííåãî ñïåê-

òðà ( )xS t  ôóíêöèè (22.5) â òî÷êå 0t t . Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì ôóí-

êöèþ (22.5) íà óáûâàþùèå è âîçðàñòàþùèå ïîëóïåðèîäû. 
Ñôîðìèðóåì èç âîçðàñòàþùèõ (÷åòíûõ) ïîëóïåðèîäîâ ÷èñëî-

âóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ( )kP x  ( 2,4,k   ) ñ îáùèì ÷ëåíîì: 

( ) k
k

k k

t t
P x

t t




 
,                           (23.2) 

ãäå äëÿ k-ãî ïîëóïåðèîäà  [ , ]k kt t  àðãóìåíò 

0

1

1

( 1) arcsink
t t

x k
 

     
,                  (23.3) 

à kt   è kt   – ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà k-ãî 

ïîëóïåðèîäà, îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè (22.7). 
k-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò äîëþ k-ãî ïî-

ëóïåðèîäà, çàíèìàåìîãî èíòåðâàëîì [ , ]kt t , îïðåäåëÿåìûì ôèêñè-

ðîâàííûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà x . 
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (22.7) è (23.3) â ôîðìóëó (23.2) è îñó-

ùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ìîæíî ïîëó÷èòü 

1 1
lim ( ) arcsin

2
k

k
P x x


 


.                 (23.4) 

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ íå÷åòíûõ ôðàãìåíòîâ ôóíêöèè 
ïðèâîäÿò ê òîìó æå ïðåäåëó (23.4). 
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Ðèñ. 23.4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (à) è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (á) ïðåäåëü-

íûõ òî÷åê ëåâîñòîðîííåãî ñïåêòðà ( )xS t  ôóíêöèè (22.5) â òî÷êå 0t t  

 
 

Ðèñ. 23.5. Íèæíÿÿ 0( ; )IF x t  è âåðõíÿÿ 0( ; )SF x t  ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ëåâîñòîðîííåãî ñïåêòðà ( )xS t  ôóíêöèè (22.6) â  

òî÷êå 0t t  

 
Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 6 ãëàâû 22 (ïàðàãðàô 22.5) ðàññ÷èòàí-

íûé ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ( )kP x  èìååò è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ( )kp x  ÷àñòîò âñòðå÷àåìîñòè 

çíà÷åíèé ôóíêöèè, ìåíüøèõ x , íà âîçðàñòàþùèõ åå ôðàãìåíòàõ 

ïðè  0t t . 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî-

÷åê 0( ; )F x t  – îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàåìàÿ ïðàâîé ÷àñ-
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òüþ âûðàæåíèÿ (23.4) (ðèñ. 23.4, à). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü 
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

0
0

2

( ; ) 1
( ; )

1

dF x t
f x t

dx x


  

 
 

(ðèñ. 23.4, á). 
Ðàñ÷åòû äëÿ íå÷åòíûõ ôðàãìåíòîâ ôóíêöèè (22.6) ïðèâîäÿò ê 

âûðàæåíèþ, îòëè÷àþùåìóñÿ îò âûðàæåíèÿ (23.4): 

1
lim ( )

2
k

k

x
P x




 .                            (23.5)                     

Ïðè 0x   çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (23.4) è (23.5) ðàçëè÷àþòñÿ ìå-

æäó ñîáîé, à ïðè 0x   – ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó íà èíòåðâàëàõ 

1 0x   , 0 1x   ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

0( ; )F x t  – ìíîãîçíà÷íàÿ, à ïðè 0x   – îäíîçíà÷íàÿ. Ìíîæåñ-

òâî çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò ýòà ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åíû ãðà-
íèöàìè 

0

1
, åñëè 1 0,

2
( ; )

1 1
arcsin , åñëè 0 1,

2

I

x
x

F x t

x x



    
   
 

 

0

1 1
arcsin , åñëè 1 0,

2
( ; )

1
, åñëè 0 1

2

S

x x

F x t
x

x



         


 

(ðèñ. 23.5). 
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Глава 24 
 

МНОГОЗНАЧНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ, 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И ФУНКЦИИ  

 
 
 
 
 
 

Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïèñàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí 
è ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè ãèïåð-
ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ôîðìàëèçîâàíû ïîíÿòèÿ ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíû 
è ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìíîãîçíà÷íîñ-
òüþ è íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñïåêòðîâ è ôóí-
êöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé. 

24.1. ВАРИАНТЫ ОПИСАНИЯ МНОГОЗНАЧНЫХ 
ВЕЛИЧИН И ФУНКЦИЙ 

Â ìàòåìàòèêå ðàçëè÷àþò îäíîçíà÷íûå è ìíîãîçíà÷íûå âåëè-
÷èíû è ôóíêöèè.  

Îäíîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò êîíêðåòíîå çíà÷åíèå, à ìíî-
ãîçíà÷íàÿ – ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ óñòàíàâ-
ëèâàåò ìåæäó òî÷êàìè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé 
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ðèñ. 24.1, à), à ìíîãîçíà÷íàÿ ôóí-
êöèÿ – ìíîãîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ðèñ. 24.1, á). 

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íîé 
âåëè÷èíû, àðãóìåíò è çíà÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè – ñêà-
ëÿðíûå äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû. 

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîçíà÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé 

 

 Ðèñ. 24.1. Îäíîçíà÷íàÿ (à) è ìíîãîçíà÷íàÿ (á) ôóíêöèè 
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ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà, è ìíîãîç-
íà÷íàÿ âåëè÷èíà – âûðîæäåííàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îáëàñòü 
îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé – ÷èñëî. 

Ôàêò ìíîãîçíà÷íîñòè áóäåì ïîä÷åðêèâàòü çíàêîì òèëüäà íàä 
áóêâîé, îáîçíà÷àþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó, ïîñëåäîâà-      
òåëüíîñòü èëè ôóíêöèþ. 

24.1.1. Описание многозначных функций 
с помощью ветвей 

Èçâåñòíû ðàçíûå ïîäõîäû îïèñàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí 
è ôóíêöèé. Îäèí èç íèõ, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â òðèãîíîìåò-
ðèè, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåê-
ñíîé ïåðåìåííîé è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, îñíîâàí íà ïî-
íÿòèè âåòâè ôóíêöèè. 

Âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè íàçûâàþò [Êîðí, Êîðí, 1973] 
îäíîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ. 

Ìíîãîçíà÷íîñòü ôóíêöèè òðàêòóþò èëè êàê ïîâûøåííóþ 
ðàçìåðíîñòü îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè (ðèñ. 24.2, à), èëè êàê 
ïîâûøåííóþ ðàçìåðíîñòü îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 24.2, á).  

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )x t  àðãóìåíòà t 

ðàññìàòðèâàþò êàê ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ îäíîçíà÷íóþ íå-

ïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ( )gx t , ïàðàìåòð êîòîðîé g G  (ãäå G – 

êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî) õàðàêòåðèçóåò g-þ âåòâü ìíîãî-
çíà÷íîé ôóíêöèè. 

Â ïðèíöèïå, òàêèì ïóòåì ìîæíî îïèñûâàòü ìíîãîçíà÷íóþ 
ôóíêöèþ ñ íåñ÷åòíûì ÷èñëîì âåòâåé (ïðè ýòîì G – íåñ÷åòíîå 
ìíîæåñòâî). 

 

Ðèñ. 24.2. Âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè: a – ïóòåì ðàñ-
øèðåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé (ñ ïîìîùüþ âåòâåé), á – ïóòåì ðàñøèðåíèÿ 

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïàðàìåòðè÷åñêèì ïóòåì) 
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )x t  ïðåäñòàâëÿþò 

îäíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ( , )x t g  äâóõ ïåðåìåííûõ t è g. 

Ïðè ôèêñàöèè àðãóìåíòà g ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü 
îò àðãóìåíòà t, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê g-þ âåòâü ôóíêöèè 

( )x t . 

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ ( )x t  îêàçûâàåòñÿ 

ïðåäñòàâèìîé êîíå÷íûì, ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì 

âåòâåé. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî 

 âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ìîãóò èìåòü îáùèå òî÷êè: 

ïåðåñåêàòüñÿ, êàñàòüñÿ äðóã äðóãà è íåêîòîðûå èõ ôðàãìåíòû 

ñîâïàäàòü; 

 îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âåòâåé ìîãóò áûòü ðàçíûìè; 

 âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïî 

âåòâÿì. 

Îïèñàíèå ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âåòâåé óäîáíî 

è íàãëÿäíî, ïðåæäå âñåãî, êîãäà èõ ÷èñëî êîíå÷íîå èëè, êàê ìè-

íèìóì, ñ÷åòíîå. Ïðè íåñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå íàãëÿäíîñòü òåðÿåòñÿ 

è âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ðàçãðàíè÷åíèÿ âåòâåé. 

24.1.2. Описание многозначных величин и функций 
вероятностными и интервальными методами 

Äðóãîé ïîäõîä îïèñàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé 
ïðåäëàãàåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Îäíèìè èç ãëàâíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è 
ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü 
êàê ìíîãîçíà÷íóþ âåëè÷èíó, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà. Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ òðàêòóåòñÿ èëè êàê ìíîæåñòâî 
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò àðãóìåíòà ôóíêöèè, èëè êàê 
ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ ðåàëèçàöèé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, äëÿ 
êîòîðîãî îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (ñì. ïàðàãðàô 2.2). 

Â ðàìêàõ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà 

ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì èëè ìóëüòèèíòåðâàëîì (ìíîæåñòâîì 

èíòåðâàëîâ) [Øàðûé, 2010]. Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàòðè-

âàåòñÿ êàê èíòåðâàëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëüíîçíà÷íûõ 

àðãóìåíòîâ [Êàëìûêîâ, Øîêèí, Þëäàøåâ, 1986].  
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24.1.3. Описание многозначных величин и функций 
гиперслучайными методами 

Åùå îäèí ïîäõîä îïèñàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóí-
êöèé ïðåäëàãàåò òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, îðèåíòèðîâàí-
íàÿ íà èçó÷åíèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íå õàðàêòåðèçóåìûõ îä-
íîçíà÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.  

Äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè 

âìåñòî êîíêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê 

èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èõ âàðèàíòîâ. Â êà÷åñòâå 

àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ âûñòóïàþò ãèïåðñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà – ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ãèïåðñëó÷àé-

íàÿ ôóíêöèÿ – ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Âåðîÿòíîñòíàÿ 

ìåðà ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé çàâèñèò îò 

ïàðàìåòðà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó, ñ÷åòíîìó 

èëè íåñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó. 

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé 

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìíî-

ãîçíà÷íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå îñ-

íîâû ýòîãî ïîäõîäà 1. 

24.2. ФОРМАЛИЗАЦИЯ МНОГОЗНАЧНЫХ ВЕЛИЧИН  
И ФУНКЦИЙ 

Ìíîãîçíà÷íîñòü òåñíî ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì ñõîäèìîñòè. 
Ïîýòîìó äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ìàòåðèàëû äâóõ 
ïðåäûäóùèõ ãëàâ. 

Ïóñòü èìååòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà ( )x p , çíà÷åíèå 

êîòîðîé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p P , ãäå P – îêðåñòíîñòü òî÷êè 

0p . Äëÿ âñåõ 0p p  ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò îäíîçíà÷íûå çíà÷å-

íèÿ. 
Ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 

  1 2, , ,n nx x x x   âåëè÷èíû ( )x p  ïðè 0p p . Îáîáùåííûé ïðå- 

                                                 
1 Èçâåñòíû è äðóãèå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé (ìóëüòèîòîáðàæåíèé) (ñì., íàïðèìåð, [Áîðèñîâè÷, Ãåëüìàí, Ìûø-
êèñ, Îáóõîâñêèé, 2011, Ïîëîâèíêèí, Áàëàøîâ, 2004, Ïøåíè÷íûé, 1980]). 
Îíè îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî â äàëüíåéøåì. Ïîýòîìó îñòàíàâëè-
âàòüñÿ íà íèõ íå áóäåì. 
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Ðèñ. 24.3. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî 

ïðåäåëà: à – ñïåêòð çíà÷åíèé xS , á – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  è åå 

ãðàíèöû ( )SF x , ( )IF x  

 

äåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
0

LIM LIM ( )n

n p p
x x p

 
  ìîæåò ñòðåìèòüñÿ 

ê ÷èñëó èëè ê ìíîæåñòâó ÷èñåë.  
Îïðåäåëåíèå 1à. Ìíîãîçíà÷íóþ âåëè÷èíó x  áóäåì òðàêòîâàòü 

êàê îáîáùåííûé ïðåäåë LIM n

n
x


 ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòå-

ëüíîñòè  nx  è ïðåäñòàâëÿòü åå ñïåêòðîì çíà÷åíèé xS  è ôóí-

êöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé ( )F x  (ðèñ. 24.3). 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ìîæåò áûòü êàê îäíîçíà÷íîé, 

òàê è ìíîãîçíà÷íîé. 

Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íàÿ ( ( ) ( )F x F x ) è 

êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ, òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 

( ) ( )f x dF x dx . 

Áîëåå ñòðîãî ìíîãîçíà÷íóþ âåëè÷èíó ìîæíî çàäàòü ñ ïîìî-
ùüþ ãèïåðâåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïèñûâàåìîãî òåòðàäîé 

( , , , )gG P  , ãäå  – ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (íàïðè-

ìåð, çíà÷åíèé x  ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíû x ),   – áîðåëåâñêîå 

ïîëå ñîáûòèé (-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé), G – ìíîæåñòâî 

óñëîâèé g G , à gP  – ìåðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé, çàâèñÿùàÿ 

îò óñëîâèé g. 
Îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðàçîì ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåò-

ñÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó ìíîãîçíà÷íóþ âåëè÷èíó 
ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. 
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Îïðåäåëåíèå 1á. Ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà x  – ãèïåðñëó÷àéíàÿ 

âåëè÷èíà, çàäàâàåìàÿ ñïåêòðîì çíà÷åíèé xS  è ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ ( )F x  (ñì. ðèñ. 24.3). 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ åäèíñòâåííûå, ìíîãîçíà÷-
íàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è 
çàäàâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, îïèñûâàå-
ìîãî òðèàäîé ( , , )P  , ãäå P  – ìåðà ïîäìíîæåñòâ ñîáûòèé. 

Òîãäà ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà x  îïèñûâàåòñÿ ñïåêòðîì xS  è îä-

íîçíà÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x . 

Ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà x , îïèñûâàåìàÿ îäíîçíà÷íîé ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ( ) ( )F x F x ), íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ñëó÷àé-

íîãî òèïà, à âåëè÷èíà x , îïèñûâàåìàÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé 
ðàñïðåäåëåíèÿ, — âåëè÷èíîé ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà. 

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )x t  ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ìíîæåñòâî ìíîãîçíà÷íûõ âåëè÷èí – ñå÷åíèé ôóíêöèè, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà t .  

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðà-
çîì ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ – ãèïåðñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, à â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, êîãäà ñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, – ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ. 

Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )x t  ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ìíî-

æåñòâîì çíà÷åíèé ñïåêòðà ( )xS t  ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ 

t , ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t , ãðàíèöàìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

( ; )SF x t , ( ; )IF x t , ìíîãîìåðíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t
  

è äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

24.3. СПЕКТРЫ МНОГОЗНАЧНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И ФУНКЦИЙ 

Îïðåäåëåíèå 3. Îäíîçíà÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (îäíî-   
çíà÷íîé ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ) ìíîãîçíà÷íîé êîíå÷íîé 

  1 2, , ,i ix x x x     èëè áåñêîíå÷íîé  i i
x


  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áó-

äåì íàçûâàòü ëþáóþ îäíîçíà÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñôîðìè-
ðîâàííóþ èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ 
÷àñòè ÷ëåíîâ è ñîõðàíåíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ ïî îäíîìó 
çíà÷åíèþ. 

Îïðåäåëåíèå 4. m -ì ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì (ïðåäåëüíîé òî÷êîé) 

ìíîãîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  i i
x


  áóäåì íàçûâàòü ïðåäåë 
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ma  (÷èñëî) îäíîçíà÷íîé ñõîäÿùåéñÿ ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè, ñôîðìèðîâàííîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  i i
x


 . 

Ðèñ. 24.4. Ñïåêòðû 0( )xS t , 0( )xS t  

è 0( )xS t  ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 

( )x t  

 
Îïðåäåëåíèå 5. m-ì ÷àñòè÷-

íûì ïðåäåëîì (ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé) ïðè 0 0t t   ( 0 0t t  ) 

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )x t , 

ïðèíèìàþùåé êîíå÷íûå çíà-
÷åíèÿ, áóäåì íàçûâàòü m-é 

ïðåäåë (÷èñëî) îäíîçíà÷íîé ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñôîð-
ìèðîâàííîé èç èñõîäíîé ôóíêöèè ïðè 0 0t t   ( 0 0t t  ). 

Çàìåòèì, ÷òî íå âñå îäíîçíà÷íûå ÷àñòè÷íûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñõîäÿòñÿ (èìåþò åäèíñòâåííûå ïðåäåëû). Ïîýòîìó íå âñå 
îäíîçíà÷íûå ÷àñòè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîçíà÷íîé ïî- 
ñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè èìåþò åäèíñòâåí-
íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè. 

Â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîãîçíà÷íûõ 
ôóíêöèé â êà÷åñòâå àíàëîãîâ ïðåäåëîâ ìîãóò âûñòóïàòü ìíîæåñ-
òâà (ñïåêòðû) ïðåäåëüíûõ òî÷åê. 

Ïóñòü 0( )xS t  – ñïåêòð ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )x t  â òî÷êå 

0t ,  0( )i i
x t


  – ìíîãîçíà÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæäàþ-

ùàÿ ñå÷åíèå ôóíêöèè ( )x t  â òî÷êå 0t , à 0( )xS t  è 0( )xS t  – ëåâî-

ñòîðîííèé è ïðàâîñòîðîííèé ñïåêòðû ôóíêöèè ( )x t  ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðè 0 0t t   è 0 0t t  . 

Àíàëèòè÷åñêè ýòè ñïåêòðû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñëåäóþùèìè 

âûðàæåíèÿìè: 0 0( ) LIM ( )x i
i

S t x t


  , 
0

0
0

( ) LIM ( )x
t t

S t x t

 
   è 0( )xS t   

0 0
LIM ( )
t t

x t
 

  , ãäå 0( )ix t  – i-é ýëåìåíò ìíîãîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè  0( )i i
x t


 . 

Ñïåêòðû 0( )xS t , 0( )xS t  è 0( )xS t  íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò 

(ðèñ. 24.4). 
Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè  0( )i i
x t


  çàêëþ÷åíî â èíòåðâàëå 0 0[ ( ), ( )]I Sx t x t , à ìíîæåñò-   

âî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )x t  ïðè 0 0t t   è  
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0 0t t   – â èíòåðâàëàõ 0 0[ ( ), ( )]I Sx t x t   è 0 0[ ( ), ( )]I Sx t x t  , ãäå 

0( )Ix t  è 0( )Sx t  – ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïðåäåëüíûå 

òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  0( )i i
x t


 ; 0( )Ix t  è 0( )Sx t  – ñîîòâåò-

ñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè ôóíêöèè ( )x t  ïðè 

0 0t t  , à 0( )Ix t  è 0( )Sx t  – ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ 

ïðåäåëüíûå òî÷êè ôóíêöèè ( )x t  ïðè 0 0t t  . 

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè 

è çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà 0t , ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëåíèè 5, íå ÿâ-

ëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ 

ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ìíîãîçíà÷íîé 

ôóíêöèè ( )x t  ïðè 0 0t t   è ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê ïëþñ èëè 

ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ( t   , t   ). 

24.4. ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
МНОГОЗНАЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Êàæäûé j-é ÷ëåí jx  ìíîãîçíà÷íîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè  ix  ( 1,j i ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáîáùåííûé ïðåäåë 

LIM n
j

n
x


 ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè   1 2, , ,n n

j j j jx x x x   è 

îïèñàí ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ: 

( )
( ) LIM

j

j
n

n x
F x

n
 , 

ãäå ( )jn x  – êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  n
jx , ìå-

íüøèõ x . 

Ñïåêòð çíà÷åíèé 
ix

S  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ix  ìîæåò áûòü 

îïèñàí ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ  

1

1

( )
1

( ) LIM ( )

i

j i
ji

j
n

j

n x

F x F x
ni i



 

 


  . 
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Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè  i i
x


  áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ 

1

1

( )
1

( ) LIM ( ) LIM ( ) LIMLIM

i

ji
ji

j
i i i n

j

n x

F x F x F x
i ni



   

  


   . 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ ( )F x  ìîæåò áûòü ìíîãî-

çíà÷íîé. Åñëè äëÿ âñåõ ( , )x     îíà îäíîçíà÷íàÿ, òî 

( ) ( )F x F x . 

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

( )F x  àíàëîãè÷íà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê îä-

íîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  áóäåì 

ðàçëè÷àòü ìíîãîçíà÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  i i
x


  ñëó÷àéíîãî 

è ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïîâ. 

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîãîçíà÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  i i
x


  áó-

äåì îòíîñèòü ê ñëó÷àéíîìó òèïó, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )F x  ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîçíà÷íóþ ôóíê-

öèþ äëÿ âñåõ ( , )x    , è ê ãèïåðñëó÷àéíîìó òèïó, åñëè îíà 

ìíîãîçíà÷íàÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà. 

Êàê è â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíêöèÿ 

ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà îäíîçíà÷íû-

ìè ãðàíèöàìè: íèæíåé ( )IF x  è âåðõíåé ( )SF x . Åñëè äëÿ âñåõ 

( , )x     îíà ïðèíèìàåò êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ (ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó èëè ìíîæåñòâó ÷èñåë), òî ãðàíèöû ñîâ-

ïàäàþò: ( ) ( )I SF x F x , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè ðàçëè÷àþòñÿ. 
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24.5. ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МНОГОЗНАЧНЫХ  
ФУНКЦИЙ 

Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ìíîãîçíà÷íîé 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ëåâîñòîðîííåé 

( ; )F x t  è ïðàâîñòîðîííåé ( ; )F x t  ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )x t  (ðèñ. 24.5), õàðàêòå-

ðèçóþùèõ ÷àñòîòó ïîâòîðÿåìîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðè ïðèáëèæåíèè àðãóìåíòà ê t ñëåâà è ñïðàâà. 

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  ìîãóò áûòü êàê 

îäíîçíà÷íûìè, òàê è ìíîãîçíà÷íûìè. 

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )x t  áóäåì íàçûâàòü 

ñõîäÿùåéñÿ ñëåâà (ïðè ôèêñèðîâàííîì t) ê îïðåäåëåííîìó ÷èñëó 

( )x t , åñëè ëåâîñòîðîííèé ñïåêòð ( )xS t  ñîñòîèò èç îäíîé ïðå-

äåëüíîé òî÷êè (ðèñ. 24.5, à) è ñõîäÿùåéñÿ ñëåâà ê ìíîæåñòâó ÷è-
ñåë, åñëè ýòîò ñïåêòð ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê. 

 
 

 

 

 

 

Ðèñ. 24.5 Îäíîçíà÷íûå (à, á) è ìíî-
ãîçíà÷íûå (â) ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( ; )F x t , ( ; )F x t  

 

 



Глава 24. Многозначные величины, последовательности и фун-
кции 

 

 

 294 

Àíàëîãè÷íî áóäåì ðàçëè÷àòü ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, ñõîäÿ-

ùóþñÿ ñïðàâà ê êîíêðåòíîìó ÷èñëó ( )x t  (ñì. ðèñ. 24.5, à) è ñõî-

äÿùóþñÿ ñïðàâà ê ìíîæåñòâó ÷èñåë (ñì. ðèñ. 24.5, á, â). 

Ëåâîñòîðîííþþ ( ; )F x t  è ïðàâîñòîðîííþþ ( ; )F x t  ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îäíîçíà÷íûìè ãðà-

íèöàìè: ñîîòâåòñòâåííî ( ; )IF x t , ( ; )SF x t  è ( ; )IF x t , ( ; )SF x t .  

Åñëè âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ ( )x t  îïèñûâàþ-

ùèå åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t , ( ; )F x t  îäíîçíà÷íûå, òî 

ôóíêöèÿ ( )x t  íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî òèïà; â ïðîòèâ-

íîì æå ñëó÷àå — ôóíêöèåé ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà. Ó ôóíêöèè ñëó-
÷àéíîãî òèïà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò (ðèñ. 
24.5, à, á), à ó ôóíêöèè ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà — îòëè÷àòñÿ äðóã 
îò äðóãà (ðèñ. 24.5, â). 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè ñî 
ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Îá ýòîì ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåé 
ãëàâå. 
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Глава 25 
 

ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
 МНОГОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ  

 
 
 
 
 
 
Äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ââåäåíû ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, 
ïðîèçâîäíîé, íåîïðåäåëåííîãî è îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëîâ, à òàêæå 
ñïåêòðà ãëàâíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. 

25.1. НЕПРЕРЫВНАЯ МНОГОЗНАЧНАЯ ФУНКЦИЯ  

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî òèïà ( )x t  

áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå t ñëåâà (ñïðàâà), åñëè  
1) îíà îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñëåâà (ñïðàâà), à 

òàêæå â ñàìîé ýòîé òî÷êå; 

2) â òî÷êå t ëåâîñòîðîííÿÿ ( ; )F x t  (ïðàâîñòîðîííÿÿ ( ; )F x t ) 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé 

( ; )F x t : ( ; ) ( ; )F x t F x t   ( ( ; ) ( ; )F x t F x t  ) (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( ; )F x t  íåïðåðûâíà ïî àðãóìåíòó t ñëåâà (ñïðàâà)). 

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ðàçðûâíîé â 

òî÷êå t ñëåâà (ñïðàâà). 
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü íåïðå-

ðûâíîé íà èíòåðâàëå 1 2( , )t t , åñëè îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ 

ýòîãî èíòåðâàëà ñëåâà è ñïðàâà. 

Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ( )x t  èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 

( ) ( ) ( ),I I Ix t x t x t    ( ) ( ) ( ),S S Sx t x t x t    ãäå ( )Ix t , ( )Sx t  – ñîîò-

âåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ôóíêöèè ( )x t  (ðèñ. 25.1, à, â). 

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ìîæíî ïî-íîâîìó 

îïðåäåëèòü ïîíÿòèå âåòâè. 

Îïðåäåëåíèå 3. c-é âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé   

íà èíòåðâàëå 1 2( , )t t t  ôóíêöèè ( )x t  ( (0,1]c  ) áóäåì íàçûâàòü 
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Ðèñ. 25.1. Ìíîãîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ( )x t  (à, â) è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñå÷åíèÿ èõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t t  , ( ; )F x t , ( ; )F x t t   â 

òî÷êàõ t t  , t  è t t   (á, ã). Òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 25.1,  

à, â èçîáðàæåíû âåòâè ôóíêöèé ( )x t , à ïîëóæèðíûìè – èõ ãðàíèöû 

 
îïðåäåëåííóþ íà ýòîì èíòåðâàëå îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ( )cx t   

inf arg( ( ; ) )
x x

F x t c   (ñì. ðèñ. 25.1, à, â). 

Êîëè÷åñòâî âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü êî-
íå÷íûì, ñ÷åòíûì èëè íåñ÷åòíûì. 

Åñëè êîëè÷åñòâî âåòâåé êîíå÷íîå (ñì. ðèñ. 25.1, à) èëè ñ÷åò-

íîå, òî ïðè constt   ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  – ñòóïåí- 

÷àòàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x (ñì. ðèñ. 25.1, á), åñëè æå êîëè÷åñòâî 

âåòâåé íåñ÷åòíîå è äëÿ âñåõ 1 2( , )t t t  çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïëîòíî 

çàïîëíÿþò èíòåðâàë ( ( ), ( ))I Sx t x t  (ñì. ðèñ. 25.1, â), òî ïðè 

constt   ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  – ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ 

ôóíêöèÿ x (ñì. ðèñ. 25.1, ã). 
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Òåîðåìà 1. Âåòâè ìíîãîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè – 
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. 

Íåïðåðûâíîñòü âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  ïî t. 

Äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî âåòâè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ïðîâåäåì îò 
ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ìíîãîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ( )x t , 

îïèñûâàåìàÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t , èìå-

åò âåòâè 
1
( )cx t  è 

2
( )cx t  ( 2 1c c ), ñîâïàäàþùèå õîòÿ áû â îäíîé 

òî÷êå 0t t . Ïðè ýòîì 
1 10 0 0( ) ( )c cx t x t x  . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóí-

êöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  â òî÷êå 0 0( , )x t  ïðèíèìàåò äâà ðàçíûõ 

çíà÷åíèÿ ( 1c  è 2c ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ åå îäíîçíà÷íîñòè. 

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîãîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ íà èíòåðâàëå 1 2( , )t t t  

ôóíêöèþ ( )x t  áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæèìîé ïî âåòâÿì, åñëè åå ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì âåòâåé:  ( ) ( ),cx t x t c C  , ãäå C – 

ìíîæåñòâî âåòâåé. 
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íå âñå íåïðåðûâíûå ìíîãîçíà÷íûå ôóí-

êöèè äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå ïî âåòâÿì. Åñëè ôóíêöèÿ ( )x t  ðàç-

ëîæèìà ïî âåòâÿì, òî îíà îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåòâåé C è 
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåòâåé ( )cF x . 

25.2. ПРОИЗВОДНЫЕ МНОГОЗНАЧНОЙ ФУНКЦИИ 

Îïðåäåëåíèå 5. Ëåâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ( )x t  íåïðåðûâíîé 

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )x t , ðàçëîæèìîé ïî âåòâÿì, áóäåì íàçû-

âàòü ìíîæåñòâî ëåâîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ: 

0

( ) ( )
( ) LIM c c

c
t

x t x t t
x t

t



 

   


 ,                   (25.1) 

à ïðàâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ( )x t  – ìíîæåñòâî ïðàâîñòîðîí-

íèõ ïðîèçâîäíûõ: 

0

( ) ( )
( ) LIM c c

c
t

x t t x t
x t

t



 

   


 ,                (25.2) 

ðàññ÷èòàííûõ â òî÷êå t  äëÿ âñåõ âåòâåé c C . 
Îáîáùåííûå ïðåäåëû âûðàæåíèé (25.1) è (25.2) íå îáÿçàòåëü-

íî îäíîçíà÷íûå. Îíè ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê ìíîæåñòâó ÷èñåë èëè 
ðàñõîäèòüñÿ.  

Åñëè äëÿ âñåõ c C  â âûðàæåíèÿõ (25.1) è (25.2) ïðåäåëû îä-

íîçíà÷íûå (LIM lim ), òî ( ) ( )c cx t x t    è ïðîèçâîäíûå ( )x t  
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îïèñûâàþò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïî âåòâÿì ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê t  ñëåâà è ñïðàâà. 

Åñëè ïðåäåëû â óêàçàííûõ âûðàæåíèÿõ íåîäíîçíà÷íûå, òî 

ïðîèçâîäíàÿ ( )cx t , ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ c-é âåòâè, òàêæå îïèñû-

âàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè äâèæåíèè ïî ýòîé âåòâè, 
îäíàêî íîñèò íåîïðåäåëåííûé õàðàêòåð è êîíêðåòíûì ÷èñëîì 
íå âûðàæàåòñÿ. 

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîãîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ( )x t , ðàç-

ëîæèìóþ ïî âåòâÿì, áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå t, 
åñëè âñå åå ïðîèçâîäíûå ïî âåòâÿì îäíîçíà÷íûå è äëÿ âñåõ âåò-
âåé ëåâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ ïðàâîñòîðîííåé 

ïðîèçâîäíîé: ( ) ( ) ( )c c cx t x t x t     . 

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîãîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ( )x t , ðàç-

ëîæèìóþ ïî âåòâÿì, áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè îíà 
äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåì èíòåðâàëå åå îïðåäåëåíèÿ. 

Ïðîèçâîäíûå íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíû è ðàçëîæèìû ïî 
âåòâÿì. Äëÿ íåïðåðûâíîé ðàçëîæèìîé ïî âåòâÿì ïðîèçâîäíîé 

( )x t  ìîæíî îïðåäåëèòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå ( )x t  è äàëåå èòå-

ðàöèîííî äëÿ íåïðåðûâíîé ðàçëîæèìîé ïî âåòâÿì ïðîèçâîäíîé 
( )( )rx t  ëþáîãî r-ãî ïîðÿäêà – ïðîèçâîäíûå ( 1) ( )rx t   ( 1r  )-ãî 

ïîðÿäêà. 
Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ( )x t  ñ äèôôåðåíöèðóåìîé 

ïðîèçâîäíîé ( )x t  âòîðûå ïðîèçâîäíûå ( )x t  â òî÷êå t õàðàêòå-

ðèçóþò óñêîðåíèÿ, ñ êîòîðûìè èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ( )x t  ïî âåò-

âÿì ïðè ïðèáëèæåíèè ê t ñëåâà è ñïðàâà. 
Ìíîãîçíà÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ( )x t , èìåþùàÿ â 

òî÷êå 0t  îäíîçíà÷íûå ïî âåòâÿì ïðîèçâîäíûå ( )
0( )r

cx t  ( )c C  

ëþáîãî ïîðÿäêà r , ìîæåò áûòü îïèñàíà ìíîæåñòâîì âåòâåé 
( )cx t , ðàñêëàäûâàåìûõ â òî÷êå 0t  â ðÿä Òåéëîðà. Ïðè ýòîì ôóí-

êöèÿ ( )x t  ìîæåò áûòü îïèñàíà ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè 

 0( )x t  â òî÷êå 0t , ìíîæåñò- âîì çíà÷åíèé åå ïðîèçâîäíûõ 

 ( )

0( )r
cx t  è ìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 

0( ; )F x t , ( )
0( ; )rF x t  ( 1,2,r   ). 
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25.3. ПРИМЕРЫ МНОГОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè, îä-
íîçíà÷íûå íà âñåì ìíîæåñòâå èõ îïðåäåëåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì 
íåêîòîðîãî èíòåðâàëà. Íà ðèñ. 25.2, à–ã ïðèâåäåíû ïðèìåðû 
ôóíêöèé òàêîãî ðîäà. 

Ýòè ôóíêöèè îäíîçíà÷íûå íà èíòåðâàëàõ 1t t , 2t t  è ìíî-

ãîçíà÷íûå íà èíòåðâàëå 1 2t t t  . Ó ôóíêöèè, ïðèâåäåííîé íà 

ðèñ. 25.2, à, ìíîãîçíà÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ñïîíòàííî (ñêà÷êîîá-
ðàçíî) è òàêæå ñïîíòàííî ïðîïàäàåò. Â îñòàëüíûõ æå ôóíêöèÿõ 
(ðèñ. 25.2, á–ã) ïåðåõîä ê ìíîãîçíà÷íîñòè è çàòåì ê îäíîçíà÷-
íîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîöåññàìè âåòâëåíèÿ (ðàñùåïëåíèÿ), 
èçîáðàæåííûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Íà ýòèõ ó÷àñòêàõ ôîð-
ìèðóþòñÿ ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû. 

 

Ðèñ. 25.2. Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè: à, á – ðàçðûâíûå, â, ã – íåïðåðûâíûå 
(ïðè âûïîëíåíèè âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè óñëîâèé îï-

ðåäåëåíèÿ 1) 

 



Глава 25. Элементы математического анализа многозначных 
функций 

 

 

 300 

Ôóíêöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 25.2, à è á, – ðàçðûâíûå. 
Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, èçîáðàæåí-
íûõ íà ðèñ. 25.2, â è ã, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1, òî 
ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíûå. Ôóíêöèè íà ðèñ. 25.2, à–â íåäèô-
ôåðåíöèðóåìûå, à ôóíêöèÿ íà ðèñ. 25.2, ã – äèôôåðåíöèðóåìàÿ 
(åñëè îíà íåïðåðûâíàÿ). 

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 

1

1 1

1 2

2

2 2

1
sin ïðè ,

( )

( ) [ 1, 1] ïðè ,

1
sin ïðè ,

( )

t t
t t

x t t t t

t t
t t

  
    

   
       

                    (25.3) 

îäíîçíà÷íóþ íà èíòåðâàëàõ 1( , )t , 2( , )t   è ìíîãîçíà÷íóþ íà 

èíòåðâàëå 1 2[ , ]t t , ãäå 1 20, 0     (ðèñ. 25.3, à). 

Ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê t1 ñëåâà, è t, ñòðåìÿùåìñÿ ê t2 ñïðàâà, 
îäíîçíà÷íûå ÷àñòè ôóíêöèè (25.3) ðàñùåïëÿþòñÿ. Ëåâîñòîðîí-

íÿÿ 1( ; )F x t  è ïðàâîñòîðîííÿÿ 2( ; )F x t  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèåì (23.4): 

1 2

1 1
( ; ) ( ; ) arcsin

2
F x t F x t x   


.               (25.4) 

Åñëè íà èíòåðâàëå 1 2[ , ]t t  ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  îïèñû-

âàåòñÿ òåì æå âûðàæåíèåì (25.4), òî ôóíêöèÿ (25.3) – íåïðåðûâíàÿ 
è äèôôåðåíöèðóåìàÿ.  

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (25.3) – îäíîçíà÷íàÿ 

ïðè ëþáîì ( , )t    :  

12
1 11 1

1 2

22
2 22 2

1 1
cos ïðè ,

( )( )

( ) 0 ïðè ,

1 1
cos ïðè .

( )( )

t t
t tt t

x t t t t

t t
t tt t

  
       
   
         

 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ( ; ) sign[ ( )]F x t x x t    . 

Åñëè íà èíòåðâàëå 1 2[ , ]t t t  ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( ; )F x t  

ïîä÷èíÿåòñÿ, íàïðèìåð, çàâèñèìîñòè  
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Ðèñ. 25.3. Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ (25.3) (à) ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè 

ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå 1 2[ , ]t t : (25.4) (á) è (25.5) (â), à òàêæå ïðîèçâîä-

íàÿ (25.6) (ã) ( [0,1]c ñ øàãîì 0,1; 1 3t  , 2 6t  , 2
1 10  , 2

2 4 10   ) 

 
( )

1 1
( ; ) arcsin

2

a t

F x t x
    

,                      (25.5) 

ãäå, íàïðèìåð, 1

2 1

2 ( )3 1
( ) cos

4 4

t t
a t

t t

 
 


 (ðèñ. 25.3, â), òî ñ-ÿ âåòâü 

( )cx t  ôóíêöèè ( )x t  îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì 

( )
1 1

arcsin ( )
2

a t

cx t c
    

. 

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ 
( )

( ) cos
a t

cx t c   . Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîä-

íóþ, ïîëó÷àåì  

 
2 1 / ( )

1 / ( ) 1

2
2 12 1

2 ( )ln
( ) sin sin

2 ( )( )

a t
a t

c

t tc c
x t c

t ta t t t

        
. 
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (25.3) – íåïðå-
ðûâíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè ëþáîì t. Íà èíòåðâàëå 1 2[ , ]t t  

åå ïðîèçâîäíàÿ íåîäíîçíà÷íàÿ è îïèñûâàåòñÿ (ðèñ. 25.3, ã) âûðà-
æåíèåì 

 
2 1 / ( )

1 / ( ) 1

2
2 12 1

2 ( )ln
( ) sin sin , (0,1] .

2 ( )( )

a t
a t t tc c

x t c c
t ta t t t

            
  (25.6) 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé ( ; )F x t  ìîæåò áûòü 

îäíîçíà÷íîé (òîãäà ( ; ) ( ; )F x t F x t  ) èëè ìíîãîçíà÷íîé. 

25.4. ИНТЕГРАЛ ОТ МНОГОЗНАЧНОЙ ФУНКЦИИ 

Îïðåäåëåíèå 8. Ïåðâîîáðàçíîé (ïðèìèòèâíîé) ìíîãîçíà÷íîé 
ôóíêöèåé ( )x t , îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå [ , ]a b , áóäåì íàçûâàòü 

ìíîãîçíà÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ( )y t , ïðîèçâîäíàÿ 

êîòîðîé âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà ðàâíà ôóíêöèè ( )x t : 

( ) ( )y t x t   . 

Êàê è ëþáàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (à 
ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ è ðàçëîæèìàÿ ïî âåòâÿì), ïåðâîîá-

ðàçíàÿ ( )y t  îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ( )yS t  è ôóí-

êöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ( ; )F y t  â òî÷êå t. 

Îïðåäåëåíèå 9. Íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ìíîãîçíà÷íîé 
ôóíêöèè ( )x t  áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèðóåìóþ ìíîãîçíà÷íóþ 

ôóíêöèþ: 

0( ) ( )x t dt y t C    , 

ãäå 0C  – ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. 

Îïðåäåëåíèå 10. Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ìíîãîçíà÷íîé 
îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ( )x t , îïðåäåëåííîé íà èí- 

òåðâàëå [ , ]a b  è ðàçëîæèìîé ïî âåòâÿì, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñ-

òâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê  

max 0
1

( ) LIM ( ) ,
  

      
 


i

b I

y c i i
t

ia

S x t dt x t c C  ,          (25.7) 

à íèæíåé Iy  è âåðõíåé Sy  ãðàíèöàìè èíòåãðàëà – ñîîòâåòñòâåí- 

íî íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû ýòîãî ìíîæåñòâà, ãäå 1i i it t t    , 
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0 1a t t   It b   ,  ( )ix   – çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êå 1[ , ]i i it t  . 

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ( )
b

a

x t dt  , êàê è ëþáîå ìíîæåñòâî 

ïðåäåëüíûõ òî÷åê, îïèñûâàåòñÿ íå òîëüêî ìíîæåñòâîì ñâîèõ 

çíà÷åíèé yS , íî è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ( )F y , â 

îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîé. 

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåëû LIM â âû-

ðàæåíèè (25.7) îäíîçíà÷íûå. Òîãäà ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê 

( ) ( ) ,
 

   
 

 
b b

y c

a a

S x t dt x t dt c C  . 

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå 10 äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé 

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. 

25.5. СПЕКТР ГЛАВНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Ââåäåííîå ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìíîãîçíà÷íîé 

ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ îöåíêè îïðåäåëåííûõ èíòåã-

ðàëîâ Ðèìàíà â ñëó÷àå èõ ðàñõîäèìîñòè. Òàêîãî ðîäà çàäà÷è âîç-

íèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. 

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ îäíîçíà÷íóþ îãðàíè÷åííóþ ôóí-

êöèþ ( , )x t   ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t ñ ïàðàìåòðîì    , îïðåäå-

ëåííóþ íà èíòåðâàëå [ ( ), ( )]t a b   . Ïóñòü èíòåãðàë Ðèìàíà ýòîé 

ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ïðè 0    è ðàñõîäèòñÿ ïðè 0   . 

Îïðåäåëåíèå 11. Ñïåêòðîì ãëàâíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåííîãî èí-

òåãðàëà ôóíêöèè ( , )x t   ïðè 0    áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî 

ïðåäåëüíûõ òî÷åê: 

0

( )

( )

LIM ( , )





 
b

y

a

S x t dt , 

à ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî ñïåêòðà – ôóíêöèþ 

0

( )
( ) LIM

m y
F y

m





 , 
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ãäå ( )m y  – êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé èíòåãðàëà 
( )

( )

( , )
b

a

x t dt




 , ìåíü-

øèõ y , à m  – îáùåå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé ýòîãî èíòåãðàëà. 

Ðàññìàòðèâàåìûé ñïåêòð ãëàâíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà îòëè-
÷àåòñÿ îò ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà ìíîãîçíà÷íîñòüþ. 

Ãðàíèöû ýòîãî èíòåãðàëà Iy , Sy  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íèæíþþ è 

âåðõíþþ ãðàíèöû ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê yS  . 

*  *  * 

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåî-

ðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ìîæíî îïèñûâàòü ìíîãîçíà÷íûå 

âåëè÷èíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè. 

Èçâåñòíûå äëÿ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïîíÿòèÿ, â ÷àñòíîñòè, 

ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè, íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ïåð-

âîîáðàçíîé, íåîïðåäåëåííîãî è îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëîâ, îáîá-

ùàþòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. 
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ 
ПРИ НАРУШЕНИЯХ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 

УСТОЙЧИВОСТИ  

 

 
 
 
 
 

Íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âëèÿþò íà ñòàòè-

ñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, îïèñûâàåìûå çàêîíîì áîëüøèõ ÷è-

ñåë, öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, òåîðåìàìè, îïðåäåëÿþ-

ùèìè ïîòåíöèàëüíóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèé, è äð. 

×àñòü V ìîíîãðàôèè â îñíîâíîì ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ 

ýòèõ âîïðîñîâ. Êðîìå òîãî, â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí 

êîíöåïòóàëüíûé âîïðîñ. 

Îòñóòñòâèå ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè, 

îáóñëîâëåííîå íàðóøåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñì. 

ïàðàãðàô 2.6), ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, îï-

ðåäåëÿåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, îêà-

çûâàþòñÿ ôàêòè÷åñêè íåîïðåäåëåííûìè. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ, 

íàïðèìåð, ïîíÿòèå ýíòðîïèè, êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè è äð. 

Â ãëàâå 32 íà ïðèìåðå ýíòðîïèè îïèñàí ïîäõîä ê îïðåäåëå-

íèþ ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ íåîïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, íå õàðàêòåðè-

çóåìûõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. 

 

ЧАСТЬ V 
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Глава 26 
 

ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ  

 
 
 
 
 
Ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, èçâåñòíûé äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñïðàâåäëèâ êàê ïðè íàëè÷èè, òàê è 
îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî. Ïðè îòñóòñòâèè 
ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ïðèáëèæàåòñÿ ê ñðåäíåìó ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé, ñèíõðîííî ôëóêòóèðóÿ ñ íèì â îïðåäåëåííîì 
èíòåðâàëå. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë îáîáùåí íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ïðîÿâëå-
íèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. 

26.1. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 
ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ 

И ВЕЛИЧИН 

Îäíèì èç îñíîâíûõ çàêîíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ çà-
êîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, ïåðâîíà÷àëüíàÿ âåðñèÿ 
êîòîðîãî áûëà îïóáëèêîâàíà â ïîñìåðòíîé ðàáîòå ß. Áåðíóëëè â 
1713 ã. [Áåðíóëëè, 1986]. Ýòîò çàêîí áûë äîêàçàí ß. Áåðíóëëè äëÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé â âèäå òåîðåìû, ñîâðå-
ìåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîé ñëåäóþùàÿ. 

Òåîðåìà 1 (Áåðíóëëè). Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ 

â ñåðèè îïûòîâ ïîñòîÿííà è ðàâíà 0p . Òîãäà ïðè íåîãðàíè÷åí-

íîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïûòîâ N  ÷àñòîòà 0 /N N  ïîÿâëåíèÿ ñî-

áûòèÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âåðîÿòíîñòè 0p : 

0
0lim 0

N

N
P p

N

 
    

 
, 

ãäå 0N  – ÷èñëî îïûòîâ, ïðè êîòîðîì ïðîèçîøëî ñîáûòèå,   – 

ïðîèçâîëüíîå, êàê óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. 
Çà ìèíóâøèå òðè ñòîëåòèÿ çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äåòàëüíî 

èçó÷àëñÿ è îáîáùàëñÿ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî îí ñïðàâåäëèâ è äëÿ áî-
ëåå øèðîêîãî êîìïëåêñà óñëîâèé, ÷åì ïîëàãàë ß. Áåðíóëëè, â 
÷àñòíîñòè – â ìîäèôèöèðîâàííîì âèäå äëÿ íåîäíîðîäíîé ïîñ-
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ëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèé. 

Èçâåñòíî ìíîãî âàðèàíòîâ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [Ãíåäåíêî, 1988]. Íàïîìíèì 
íåêîòîðûå èç íèõ. 

Òåîðåìà 2 (×åáûøåâà). Ïóñòü 1 2, , , NX X X  – ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ìàòåìàòè÷åñ-

êèìè îæèäàíèÿìè 1 2, , , Nm m m  è îãðàíè÷åííûìè äèñïåðñèÿìè. 

Òîãäà ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè 

ñðåäíåå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé 1 2, , , NX X X  ñòðåìèòñÿ ïî âå-

ðîÿòíîñòè ê ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 1 2, , , Nm m m : 

1 1

1 1
lim 0

N N

n n
N

n n

P X m
N N  

 
    

 
   ( 0)  . 

Òåîðåìà 3 (Õèí÷èíà). Ïóñòü 1 2, , , NX X X  – ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m . Òîãäà 

ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ñðåäíåå 

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé 1 2, , , NX X X  ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê 

ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ m : 

1

1
lim 0

N

n
N

n

P X m
N 

 
    

 
  ( 0)  . 

Äëÿ íåîäíîðîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáÿçàòåëüíî íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë áûë äîêàçàí 
À.À. Ìàðêîâûì. 

Òåîðåìà 4 (Ìàðêîâà). Ïóñòü 1 2, , , NX X X  – ïîñëåäîâàòå-

ëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêîâûõ, ÷òî ïðè óñòðåìëåíèè îáúå-

ìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè 

2
1

1
D 0

N

n
n

X
N 

    
 , 

ãäå  D   – îïåðàòîð äèñïåðñèè. Òîãäà ñðåäíåå ýëåìåíòîâ 

1 2, , , NX X X  ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñðåäíåìó èõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé 1 2, , , Nm m m : 
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1 1

1 1
lim 0

N N

n n
N

n n

P X m
N N  

 
    

 
   ( 0)  . 

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà 
áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê óãîäíî çàâèñèìûõ 
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé. 

Òåîðåìà 5. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñ-

òè ïî âåðîÿòíîñòè ñðåäíåãî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 2, , , NX X X  ê 

ñðåäíåìó èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 1 2, , , Nm m m  ïðè óñòðåì-

ëåíèè îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå 
ê íóëþ âåëè÷èíû 

* 2

* 2

M

1

xN

xN

m

m

 
 
  



 , 

ãäå *

1

1
( )

N

xN n n
n

m X m
N 

 


 – ñðåäíåå öåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí 

ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 
À.Í. Êîëìîãîðîâûì áûë äîêàçàí òàê íàçûâàåìûé óñèëåííûé 

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. 

Òåîðåìà 6 (Êîëìîãîðîâà). Ïóñòü 1 2, , , NX X X  – ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ 

 2
1

1
D

N

n
n

X
N 

  . 

Òîãäà îíà ïîä÷èíÿåòñÿ óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë. 
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè óñèëåí-

íîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ îäíîðîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äàåò òåîðåìà, äîêàçàí-
íàÿ òàêæå À.Í. Êîëìîãîðîâûì. 

Òåîðåìà 7 (Êîëìîãîðîâà). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ îäíî-
ðîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå îáñòîÿ-
òåëüñòâî, î êîòîðîì óæå øëà ðå÷ü: â ðÿäå ìîäèôèêàöèé (â ÷àñ-
òíîñòè, îïèñûâàåìûõ òåîðåìàìè 2, 5 è 6) çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë 
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî  
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âûáîðî÷íîå ñðåäíåå *

1

1 N

xN n
n

m X
N 

   è ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé 
1

1 N

xN n
n

m m
N 

   èìåþò ïðåäåëû. Ýòîò çàêîí óòâåðæäàåò 

ëèøü ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê ñðåäíåìó ìàòåìàòè-
÷åñêèõ îæèäàíèé, íå òðåáóÿ ïðè ýòîì èõ ñõîäèìîñòè ê îïðåäåëåí-
íûì ôèêñèðîâàííûì âåëè÷èíàì. 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äåéñòâóåò íå òîëüêî ïðè 
îòñóòñòâèè íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êîãäà âûáîðî÷-

íîå ñðåäíåå *
xNm  è ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm  èìåþò ïðå-

äåëû (ñîâïàäàþùèå ïî âåëè÷èíå), íî è ïðè íàëè÷èè íàðóøåíèé ñòàòèñ-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êîãäà ïðåäåëîâ (â îáû÷íîì ñìûñëå) íåò. 

Ðàññìîòðèì äåòàëüíî ýòó îñîáåííîñòü, îòòàëêèâàÿñü îò òåî-
ðåìû 2. 

26.2. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 
ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
ПРИ НАРУШЕНИИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

Ïðè êîíå÷íîì îáúåìå âûáîðêè N âåëè÷èíà *

1

1 N

xN n
n

m X
N 

   – 

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à âåëè÷èíà 
1

1 N

xN n
n

m m
N 

   – äåòåðìèíèðî-

âàííàÿ âåëè÷èíà (÷èñëî). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà *

xNm  îïèñûâàåòñÿ 

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xNm

F x , à xNm  – ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ( )
xNm

F x  â âèäå ôóíêöèè åäèíè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êå xNm . 

Ïðåäåëû âåëè÷èí *
xNm  è xNm  ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íûìè (äå-

òåðìèíèðîâàííûìè ÷èñëàìè) è ìíîãîçíà÷íûìè âåëè÷èíàìè: 
ñëó÷àéíûìè, èíòåðâàëüíûìè èëè ãèïåðñëó÷àéíûìè. Îäíîçíà÷-

íûå ïðåäåëû áóäåì îáîçíà÷àòü *
xm  è xm , à ìíîãîçíà÷íûå ïðåäåëû 

èëè òå, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ìíîãîçíà÷íûìè, – *

xm  è xm . 

Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìûå ïðå-
äåëû îäíîçíà÷íûìè èëè ìíîãîçíà÷íûìè, ñîãëàñíî çàêîíó áîëü-
øèõ ÷èñåë ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îáúåìà âûáîðêè N  âûáîðî÷íîå 

ñðåäíåå *
xNm  ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷å-

cêèõ îæèäàíèé xNm . 
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Ðèñ. 26.1. Ôîðìèðîâàíèå ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  âûáî-

ðî÷íîãî ñðåäíåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè N   , êîãäà ïðåäåëüíûå âû-

áîðî÷íîå ñðåäíåå è ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé – ÷èñëà (à), êîãäà 
îíè – ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (á), êîãäà îíè – ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (â, ã)  

(â – îáùèé ñëó÷àé, ã – ÷àñòíûé ñëó÷àé) 
 
 

Ïðè N    âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 

1. Âåëè÷èíà *
xNm  ñõîäèòñÿ ê îäíîçíà÷íîìó âûáîðî÷íîìó ñðåä-

íåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm  (÷èñëó). 

2. Âåëè÷èíà *

xNm , ñòàíîâÿñü â ïðåäåëå ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷è-

íîé *

xm , ñõîäèòñÿ ê ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíå xm . 

Ñëó÷àé 1 – èäåàëèçèðîâàííûé, ðàññìàòðèâàåìûé â òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [Ãíåäåíêî, 1988, Ãîðáàíü, 2003]). Â 
ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm  îïè-

ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  â âèäå ôóíêöèè åäè-

íè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êå xm . Ê íåé ñòðåìèòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ * ( )
xNm

F x  âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm  ïðè N    (ðèñ. 26.1, à). 

Ñëó÷àé 2 áîëåå ðåàëèñòè÷åí. Çäåñü ïðåäåëüíîå âûáîðî÷íîå 

ñðåäíåå *

xm  è ïðåäåëüíîå ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm  

îïèñûâàþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè ñïåêòðàìè *
xm

S  è 
xm

S . Ïðè ýòîì 

âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 
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2.1. Ïðåäåëüíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå *
xm  è ïðåäåëüíîå ñðåä-

íåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm  ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè. Òîãäà ñïåêòðû *
xm

S  è 
xm

S  õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîçíà÷íûìè 

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  è ( )
xm

F x  (ðèñ. 26.1, á). 

2.2. Âåëè÷èíû *
xm , xm  ÿâëÿþòñÿ ãèïåðñëó÷àéíûìè (â ÷àñòíîì 

ñëó÷àå èíòåðâàëüíûìè) âåëè÷èíàìè. Òîãäà ñïåêòðû *
xm

S  è 
xm

S  õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  

è ( )
xm

F x  (ðèñ. 26.1, â). 

Òàê êàê ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìåíåå ñèëüíàÿ, ÷åì ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñ-

òè, â âàðèàíòå 2.1 ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  

ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x . 

Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå ìåíåå ñèëüíàÿ, ÷åì ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿò-
íîñòè. Ïîýòîìó â âàðèàíòå 2.2 ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ * ( )
xm

F x  ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ 

( )
xm

F x . Ïðè ýòîì íèæíÿÿ ãðàíèöà * ( )
xIm

F x  ïðåäåëüíîé ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé ( )
xIm

F x  ïðå-

äåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x , à âåðõíÿÿ ãðàíèöà 

* ( )
xSm

F x  ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  – ñ âåðõíåé 

ãðàíèöåé ( )
xSm

F x  ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x . 

Íà ðèñ. 26.1, â ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó óêàçàííûìè ãðàíèöàìè çî-
íà íåîïðåäåëåííîñòè èçîáðàæåíà çàòåìíåííîé îáëàñòüþ. 

Â ïàðàãðàôå 23.1 äîêàçàíà òåîðåìà 1, èç êîòîðîé ñëåäóåò 
(ñì. ñëåäñòâèå 2), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþ- 
ùàÿ ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè-
÷èí, – ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çîíà íåîïðåäå-
ëåííîñòè íåïðåðûâíàÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû çîíà íåîïðåäå- 

ëåííîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  – íåïðåðûâíàÿ. 
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Èíòåðâàë, â êîòîðîì ôëóêòóèðóåò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå *

xNm  

ïðè N   , õàðàêòåðèçóåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé *
ixm  äîñòèæåíèÿ 

ôóíêöèåé * ( )
xSm

F x  ìèíèìàëüíîãî (íóëåâîãî) çíà÷åíèÿ è âåðõíåé 

ãðàíèöåé *
sxm  äîñòèæåíèÿ ôóíêöèåé * ( )

xIm
F x  ìàêñèìàëüíîãî (åäè-

íè÷íîãî) çíà÷åíèÿ (åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò). Åñòåñòâåííî, ýòè 

ãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíèöàìè ixm , sxm  

ôóíêöèé ( )
xSm

F x , ( )
xIm

F x : *
ix ixm m , *

sx sxm m . Óêàçàííûå ãðàíè-

öû ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè. 
Çàìåòèì, ÷òî â ìîíîãðàôèè [Ãîðáàíü, 2011 (1)] èññëåäîâàí ÷àñò-

íûé ñëó÷àé 1, êîãäà âåðõíÿÿ * ( )
xSm

F x  è íèæíÿÿ * ( )
xIm

F x  ãðàíèöû 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè åäèíè÷-

íîãî ñêà÷êà ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ *
ixm , *

sxm , à âåðõíÿÿ ( )
xSm

F x  è 

íèæíÿÿ ( )
xIm

F x  ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  – ôóí-

êöèÿìè åäèíè÷íîãî ñêà÷êà ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ ixm , sxm  

(ðèñ. 26.1, ã). 
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêè ñðåäíåå ñëó÷àéíîé âûáîðêè ìî-

æåò ñõîäèòüñÿ ê îïðåäåëåííîìó ÷èñëó, ñòðåìèòüñÿ ê ïëþñ èëè ìè-
íóñ áåñêîíå÷íîñòè èëè ôëóêòóèðîâàòü â ïðåäåëàõ îïðåäåëåííîãî èí-

òåðâàëà [ ixm , sxm ]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü 

âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê èíòåðâàëó. 
Ïðåäåëüíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷èñ-

ëî, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èíòåðâàë èëè ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ 
íåïðåðûâíîé çîíîé íåîïðåäåëåííîñòè. 

26.3. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 
 ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè). 

                                          
1 Â ïåðèîä íàïèñàíèÿ ìîíîãðàôèè [Ãîðáàíü, 2011 (1)] îñíîâíûå ïîëî-

æåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé íå 
áûëè åùå ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàíû, ÷òî ïîñëóæèëî ïðåïÿòñòâèåì ê ðàññìîò-
ðåíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ. 
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Òåîðåìà 8 (àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2). Ïóñòü èìååòñÿ ãèïåðñëó-

÷àéíàÿ âûáîðêà 1, , NX X , ñîñòîÿùàÿ èç ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí /n n nX X g G   ( 1,n N ), íåçàâèñèìûõ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ. 

Óñëîâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû /n nX g  ( ng G ), îáðàçóþùèå ýòè 

ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 

/n nx gm  è îãðàíè÷åííûå äèñïåðñèè /n nx gD  ( 1,n N ). 

Îáîçíà÷èì ãèïåðñëó÷àéíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êàê 

 *

1 1

1 1
/

N N

xN n n n
n n

m X X g G
N N 

    , 

à ñðåäíåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé – êàê 

/
1 1

1 1
{ , }

n n n

N N

xN x x g n
n n

m m m g G
N N 

     , 

ãäå /{ , }
n n nx x g nm m g G   – ãèïåðñëó÷àéíîå (â îáùåì ñëó÷àå) ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû nX . 

Òîãäà ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè 

(N   ) ãèïåðñëó÷àéíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå *
xNm  ñõîäèòñÿ ïî 

âåðîÿòíîñòè ê ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm , à íèæ-

íÿÿ * *infixN xN
g G

m m


    è âåðõíÿÿ * *supsxN xN
g G

m m


 
  ãðàíèöû ýòîãî âûáî-

ðî÷íîãî ñðåäíåãî *

xNm  ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ê 

íèæíåé infixN xN
g G

m m


    è âåðõíåé supsxN xN
g G

m m


 
  ãðàíèöàì ñðåä-

íåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm : 

 *lim 0,ixN ixN
N

P m m


     

 *lim 0,sxN sxN
N

P m m


                       (26.1) 

ãäå   – êàê óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó 

1 1/ , , /N NX g X g , ïîëó÷åííóþ ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè óñëîâèé 1( , , )Ng g g G 


 . Ðàññ÷èòàííîå ïî íåé âû-

áîðî÷íîå ñðåäíåå *
/

1

1
/

N

xN g n n
n

m X g
N 

   ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà 
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âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè ñîãëàñíî òåîðåìå ×åáûøåâà äëÿ 
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñðåäíåìó óñëîâ-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé / /
1

1
n n

N

xN g x g
n

m m
N 

  : 

 *
/ /lim 0xN g xN g

N
P m m


     . 

Ñõîäèìîñòü âåëè÷èíû *
/xN gm   ê âåëè÷èíå /xN gm   äëÿ âñåõ 

g G


 îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ (îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà g

) ñõî-

äèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû *
/xN gm   ê âåëè÷èíå 

/xN gm  . Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè 

ãèïåðñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî * *
/{ , }xN xN gm m g G 

  ê 

ñðåäíåìó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé /{ , }xN xN gm m g G 
 . 

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäåëüíûå âåëè÷èíû *

xm  è xm  ñîîòâåò-

ñòâåííî ãèïåðñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm  è ñðåäíåãî 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm  õàðàêòåðèçóþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè 

ñïåêòðàìè *
xm

S , 
xm

S  è ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-

íèÿ * ( )
xm

F x , ( )
xm

F x . 

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, èìååò 
ìåñòî ñõîäèìîñòü è ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî * ( )
xm

F x  ñîâïàäàåò 

ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé ( )
xm

F x . Ïðè ýòîì ãðàíèöû âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñîâ-

ïàäàþò ñ ãðàíèöàìè ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ò. å. 
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (26.1). 

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàññìîòðåííûå â ïàðàãðàôå 26.1 ìî-
äèôèêàöèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí äîïóñêàþò îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòå-
ëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Íàïðèìåð, äëÿ íåîäíîðîäíîé âûáîðêè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ýòà òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Òåîðåìà 9 (àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 5). Ïóñòü 1, , NX X  – ãèïåðñëó-

÷àéíàÿ âûáîðêà ñîñòîèò èç ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  /n n nX X g G   
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( 1,n N ). Óñëîâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû /n nX g  ( ng G ), îáðà-

çóþùèå ýòè ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå 

îæèäàíèÿ /n nx gm . Ïóñòü *
ixNm , *

sxNm  – ãðàíèöû ãèïåðñëó÷àéíîãî 

âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm , à ixNm , sxNm  – ãðàíèöû ñðåäíåãî 

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm . 

Òîãäà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïî 

âåðîÿòíîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm  ê ìíîæåñòâó xNm  ñðåä-

íèõ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðè óñòðåìëåíèè 

îáúåìà âûáîðêè N  ê áåñêîíå÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿò-

íîñòè ãðàíèö *

ixNm , *

sxNm  ýòîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñîîòâåò-

ñòâåííî ê ãðàíèöàì ixNm , sxNm  ñðåäíèõ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îæèäàíèé xNm  ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ äëÿ âñåõ g G


 

âåëè÷èí 

* 2

/

* 2

/

M

1

xN g

xN g

m

m

 
 
 

  







,                             (26.2) 

ãäå *
/ /

1

1
( / )

n n

N

xN g n n x g
n

m X g m
N 

 


  – ñðåäíåå öåíòðèðîâàííûõ óñ-

ëîâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1 1/ , , /N NX g X g . 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 8. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî óòâåðæäåíèÿ 

òåîðåìû ×åáûøåâà èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5. 

26.4. ОСОБЕННОСТИ ПРОЯВЛЕНИЯ 
ЗАКОНА БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå 

g G


 îáû÷íûé ïðåäåë /x gm   óñëîâíûõ ñðåäíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé /xN gm   (è îáû÷íûé ïðåäåë *

/x gm   âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ 

*

/xN gm  ) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü (ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷èñëî), à ìîæåò 

íå ñóùåñòâîâàòü. 
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1. Åñëè òàêèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ g G


, òî âåëè-

÷èíà xm , ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ãèïåðñëó÷àéíîå âûáîðî÷íîå ñðåä-

íåå *

xNm , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ âå-

ëè÷èí. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé âåëè÷èíå xm  ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( )
xm

F x  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî óñëîâíûõ ôóíêöèé 

ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ôóíêöèé åäèíè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êàõ 

/x gm  . Ãðàíèöû ýòîãî ìíîæåñòâà îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ( )
xSmF x , ( )

xImF x  â âèäå ôóíêöèé åäèíè÷íîãî ñêà÷êà 

ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ ixm , sxm , ñîâïàäàþùèõ ñ ìàòåìàòè÷åñ-

êèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö Sxm , Ixm  ( ix Sxm m , sx Ixm m ) 

(ðèñ. 26.2, à). 

Íà ðèñ. 26.2 êðèâûìè *
/1 1

( )
xN gm

F x , *
/2 2

( )
xN g

m
F x


 èçîáðàæåíû 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî äëÿ äâóõ ðàçíûõ âûáîðîê â óñ-

ëîâèÿõ 1g


 è 2g


 ñîîòâåòñòâåííî îáúåìà 1N  è 2N , à òî÷êàìè 

*
/1 1xN gm

m  , *
/2 2xN gm

m   íà îñè x  – ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòåìàòè÷åñ-

êèå îæèäàíèÿ. 

Êîãäà ïðåäåëüíûå óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ /x gm   

g G 

 âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿþò èíòåðâàë [ , ]ix sxm m , à èõ ôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ñêà÷êîîáðàçíûé âèä, ãèïåðñëó÷àéíîå 

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ïðèáëèæàåòñÿ ïðè N    ê èíòåðâàëüíîé 

âåëè÷èíå [ , ]ix sxm m , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 26.2, à çàòåìíåííîé 

îáëàñòüþ. 
Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ óñëîâíûõ ñðåäíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 

îæèäàíèé /xN gm  , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì âûáîðêàì, ìîãóò ðàç-

ëè÷àòüñÿ (ðèñ. 26.2, à), à ìîãóò è ñîâïàäàòü (ðèñ. 26.2, á). Ñîâïà-
äåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé èìååò ìåñòî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
âûáîðêà îäíîðîäíà èëè êîãäà îíà õîòÿ è íåîäíîðîäíà, íî ìàòå-
ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ åå ýëåìåíòîâ îäèíàêîâû. Òîãäà ñêà÷êîîá-
ðàçíûå ïðåäåëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò ìåæäó 

ñîáîé è ïðåäåëüíûå óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ /x gm   

g G 

 îäèíàêîâû ( /x g xm m ). Ïðè ýòîì ãðàíèöû ïðåäåëüíîãî 

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ixm , sxm  ñîâïàäàþò ( ix sx xm m m  ) è 

ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè âûáîðî÷íîå 
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Ðèñ. 26.2. Ãðàíèöû ( )
xSmF x , 

( )
xImF x  ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ( )
xmF x  

ïðåäåëüíîãî ñðåäíåãî ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm , 

êîãäà xm  – ìíîæåñòâî ÷è-

ñåë (à – ïðè ðàçíûõ óñëîâ-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèÿõ /x gm  , âñþäó ïëîò-

íî çàïîëíÿþùèõ èíòåðâàë 

[ , ]ix sxm m , á – ïðè îäèíà-

êîâûõ /x gm  g G 


), à 

òàêæå êîãäà xm  –  êî- 

íå÷íûé ìóëüòèèíòåðâàë (â) 
 

ñðåäíåå *
/xN gm   g G 


 ñòðåìèòñÿ ê äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíå 

xm  (ñì. ðèñ. 26.2, á). 

2. Îòñóòñòâèå îáû÷íîãî ïðåäåëà äëÿ êàêîãî-íèáóäü âåêòîðà 

g G


 îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîå ñðåäíåå ìàòåìà-

òè÷åñêèõ îæèäàíèé /xN gm   ëèáî ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ èëè ìèíóñ 

áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ñõîäèòñÿ ê ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷èíå /x gm  : 

èíòåðâàëüíîé, ñëó÷àéíîé èëè ãèïåðñëó÷àéíîé. 

2.1. Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ïðè N    óñëîâíûõ ñðåäíèõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé /xN gm   g G 

 ê èíòåðâàëàì (ðèñ. 26.2, â) 

ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà xm  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìóëüòèèíòåð-

âàë (ìíîãîñâÿçíûé èíòåðâàë) – ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ, èçîáðà-
æåííûõ íà ðèñóíêå çàòåìíåííûìè îáëàñòÿìè. 
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Ðèñ. 26.3. Ãðàíèöû ( )
xSmF x , ( )

xImF x  

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xmF x  ñðåä-

íåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xm , 

êîãäà /x gm   g G 


 ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (à) è ãèïåð-
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (á) 

 
 

Åñëè îòäåëüíûå èíòåðâàëû 
ìóëüòèèíòåðâàëà ïîëíîñòüþ ïå-
ðåêðûâàþòñÿ, òî ìóëüòèèíòåð-

âàë xm  âûðîæäàåòñÿ â èíòåðâàë 

[ , ]ix sxm m  (ñì. ðèñ. 26.2, à). Òîã-

äà âûáîðî÷íîå ñðåäíåå *

xNm  ïðè 

N    ôëóêòóèðóåò â ýòîì èíòåðâàëå, íå âûõîäÿ çà åãî ãðàíèöû. 

2.2. Åñëè /x gm   g G 

 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-

íó, òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xmF x  ñîñòîèò èç íå-

ïåðåñåêàþùèõñÿ èëè ïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîçíà÷íûõ óñëîâíûõ 

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
xm gF x  (èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 26.3, à 

òîíêèìè ëèíèÿìè). Ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îá-
ðàçóþò çîíó íåîïðåäåëåííîñòè, îãðàíè÷åííóþ âåðõíåé è íèæíåé 

ãðàíèöàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xSmF x  è ( )

xImF x  (íà ðèñ. 26.3 ýòà çî-

íà èçîáðàæåíà çàòåìíåííîé îáëàñòüþ). 
Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå çîíà íåîïðåäåëåííîñòè íå îáÿ-

çàòåëüíî ñïëîøíàÿ (ýòî îòðàæåíî íà ðèñ. 26.3 íåçàòåìíåííûìè 
ôðàãìåíòàìè). 

Âûðîæäåííûì ñëó÷àåì òàêîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xmF x . Îíà 

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà äëÿ âñåõ g G


 îêàçûâàåòñÿ ïðåäåëü-

íîé îäíà è òà æå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( / ( ) ( )
x xm g mF x F x ). 

2.3. Åñëè óñëîâíûå ñðåäíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé /x gm   

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ïðåäåëüíàÿ ôóí-

êöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xmF x  ñîñòîèò èç ìíîãîçíà÷íûõ óñëîâíûõ 

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
xm gF x . Íà ðèñ. 26.3, á îäíà èç òàêèõ 
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óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èçîáðàæåíà ñëàáî çàòåìíåí-
íîé îáëàñòüþ. 

Íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû 1 ïàðàãðàôà 23.1 çîíû 

íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
xm gF x  – íåïðå-

ðûâíûå (àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 26.2). 
Ïîýòîìó èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 26.3, á ðàçðûâû çîíû íåîïðå-

äåëåííîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xmF x  ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íå 

â ðåçóëüòàòå íàëè÷èÿ ðàçðûâîâ â ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ ( )
xm gF x , à â ðåçóëüòàòå èõ íåïëîòíîé óïàêîâêè. 

Â äàííîì ñëó÷àå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû xm  òàêæå îã-

ðàíè÷åí èíòåðâàëîì [ , ]ix sxm m  (ñì. ðèñ. 26.3, á). 

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêè ïðè N    ñðåäíåå *

xNm  ãèïåð-

ñëó÷àéíîé âûáîðêè ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå 
(÷èñëó), ê ìíîæåñòâó ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷èí (÷èñåë), ôëóêòóèðî-
âàòü â íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ óñëîâíûõ ãðàíèö, ôëóêòóèðî-

âàòü âî âñåì èíòåðâàëå [ , ]ix sxm m  èëè ñòðåìèòüñÿ ê   èëè  . 

Ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü 
ñîáîé ÷èñëî, èíòåðâàë, ìóëüòèèíòåðâàë, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ìíî-
æåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ íåîáÿçà-
òåëüíî íåïðåðûâíîé çîíîé íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ôàêò ðàçëè÷èÿ òèïîâ âåëè÷èí, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ âûáî-
ðî÷íûå ñðåäíèå ñëó÷àéíûõ è ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èãðàåò 
ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåì-
ñÿ ïîçæå. 
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Глава 27 
 

ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ 
ТЕОРЕМА  

 
 
 
 
 
 
 
Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè 
ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó. Öåíòðàëü- 
íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé, äåìîíñòðèðóþùèå îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè âû-
áîðî÷íûõ ñðåäíèõ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ê ôèêñèðîâàííûì 
÷èñëàì. 

27.1. ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó â âàðèàíòå, 
èçëîæåííîì â ðàáîòå [Ãíåäåíêî, 1988]. 

Òåîðåìà 1 (Ëèíäåáåðãà–Ôåëëåðà). Ïóñòü 1 2, , , NX X X  – â 

îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíàÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, ýëåìåíòû êîòî-
ðîé âçàèìíî íåçàâèñèìû è îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ( )
nx

F x  ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè 
nx

m  è äèñïåðñèÿ-

ìè 
nx

D  ( 1,n N ). Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà: ïðè ëþáîì 

0   

2

2
1

1
lim ( ) ( ) 0

n n

x Nn

N

x x
N

nN x m B

x m dF x
B   

   ,        (27.1) 

ãäå 2

1
n

N

N x
n

B D


   – ñóììà äèñïåðñèé 
nx

D  ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí nX , 

1,n N . 

Òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xNm

F x  âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 

*
xNm   ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ãàóññîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
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( / , ) xN
xN xN

xN

x m
F x m D

D

 
    

 
                   (27.2) 

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì xNm  è äèñïåðñèåé 2 2/xN ND B N : 

*lim ( ) lim ( / , )
xN

xN xNmN N
F x F x m D

 
 ,              (27.3) 

ãäå   21
exp( / 2)

2

x

x z d z


  
 

. 

Óñëîâèå (27.1) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì 
ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. 

Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ â [Ãíåäåíêî, 1988] ñõåìó âûâîäà ðà-
âåíñòâà (27.3), ìîæíî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, à 
èìåííî: ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ â òåîðåìå 1 óñëîâèé ðàçíîñòü 

ìåæäó ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xNm

F x  âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 

*
xNm  è ãàóññîâñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( / , )xN xNF x m D , 

îïèñûâàåìîé âûðàæåíèåì (27.2), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ: 

*lim ( ) ( / , ) 0
xN

xN xNmN
F x F x m D


  
 

.             (27.4) 

Ìåæäó ôîðìóëàìè (27.3) è (27.4) èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàç-
ëè÷èå. Ôîðìóëà (27.3) ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ó âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî *

xNm  îäíîçíà÷íîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

* ( )
xm

F x , ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ôóíêöèÿ * ( )
xNm

F x  ïðè N   , è íàëè-

÷èå îäíîçíà÷íîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x   

( / , )x xF x m D , ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ôóíêöèÿ ( / , )xN xNF x m D , 

ãäå xm  è xD  – ñîîòâåòñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèÿ ïðåäåëüíîé ãàóññîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Ôîðìóëà æå (27.4) äîïóñêàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðåäåëü-

íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ìíîãîçíà÷íûìè ôóí-
êöèÿìè. 

Ìíîãîçíà÷íîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ê êî-

òîðîé ñòðåìèòñÿ ôóíêöèÿ ( / , )xN xNF x m D , îáóñëîâëåíà ìíîãî-

çíà÷íîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è (èëè) äèñïåðñèè. Ïî-

ýòîìó â âûðàæåíèè ( ) ( / , )
x

x xm
F x F x m D   , ïðåäñòàâëÿþùåì ïðå-

äåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ôèãóðèðóþò ìíîãîçíà÷íûå ïàðà-
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ìåòðû xm  è xD . Ïîñêîëüêó ýòè ïàðàìåòðû â îáùåì ñëó÷àå ìíîãî-

çíà÷íûå, òî ìíîãîçíà÷íîé îêàçûâàåòñÿ è ôóíêöèÿ ( / , )x xF x m D  . 

Åå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ ãàóññîâñêèõ 
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè îäíîçíà÷íûìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè îæèäàíèÿìè x xm m   è äèñïåðñèÿìè x xD D  . 

Èç âûðàæåíèÿ (27.4) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå 

* ( ) ( / , )
xN

x xm
F x F x m D   , 

îçíà÷àþùåå, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé * ( )
xNm

F x  ê ìíîãî-

çíà÷íîé ôóíêöèè ( / , )x xF x m D  . Èíûìè ñëîâàìè, ìíîãîçíà÷íûå 

ïðåäåëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x , ( / , )x xF x m D   îïèñû-

âàþòñÿ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. 

Êîãäà ïàðàìåòðû xm  è xD  – ÷èñëà, ïðè÷åì 0xD  , ïðåäåëü-

íàÿ ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x ( / , )x xF x m D  

ïðèîáðåòàåò âèä ôóíêöèè åäèíè÷íîãî ñêà÷êà, èçîáðàæåííîé íà 

ðèñ. 26.1, à ïîëóæèðíîé ëèíèåé; êîãäà xm  è xD  – îäíîçíà÷íûå 

âåëè÷èíû, íî 0xD  , ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä êðè-

âîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 26.1, á ïîëóæèðíîé ëèíèåé. Â ÷àñòíîì 

ñëó÷àå xm  ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîå ïî ìîäóëþ çíà-

÷åíèå. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ â ïëþñ èëè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. 

Êîãäà ïðåäåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå xm  è (èëè) ïðå-

äåëüíàÿ äèñïåðñèÿ xD  – ìíîãîçíà÷íûå âåëè÷èíû, ïðåäåëüíàÿ 

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  – ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. 

Íàðèñ. 26.1, â, ã îíà èçîáðàæåíà â âèäå çàòåìíåííîé îáëàñòè. 
Îòìåòèì, ÷òî ïî ñîîáðàæåíèÿì, èçëîæåííûì â ïàðàãðàôå 26.2, 
åå çîíà íåîïðåäåëåííîñòè ñïëîøíàÿ. 

Êîãäà 0xD  , à xm  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà, ãðàíèöû ôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  îïèñûâàþòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûìè ôóí-

êöèÿìè (ñì. ðèñ. 26.1, ã). Êîãäà xD  – ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ, 

à xm  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà, ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ 



27.1. Центральная предельная теорема … случайных величин 
 

 

 323 

Ðèñ. 27.1. Ôîðìèðîâàíèå ïðåäåëüíîé 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x  âû-

áîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ïðè N   , êîãäà ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå xm  – ÷èñëî, à äèñ- 

ïåðñèÿ xD  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà 

 

 ( )
xm

F x  îïèñûâàþòñÿ ãàóññîâñêèìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâû-

ìè. 
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ôðàã-

ìåíòàðíî-ãàóññîâñêîé, åñëè îíà îïèñûâàåòñÿ ôðàãìåíòàìè ãàóñ-
ñîâñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé. 

×àñòíûì ñëó÷àåì ôðàãìåíòàðíî-ãàóññîâñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ. 

Åñëè ÷èñëî ôðàãìåíòîâ J  ïðåâûøàåò åäèíèöó, òî òàêóþ 

ôóíêöèþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: 

1 1 1

1

1

( / , ) ïðè ,

( ) ( / , ) ïðè , 1, 2,

( / , ) ïðè ,

j j j j

J J J

F x m D x x

G x F x m D x x x j J

F x m D x x








    
 

 

ãäå 1 1, , Jx x   – ïîñëåäîâàòåëüíûé ðÿä òî÷åê íà îñè x , â êîòî-

ðûõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû xm  è xD  ïðåäåëüíîé ôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  – ìíîãîçíà÷íûå âåëè÷èíû, ãðàíèöû 

ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôðàãìåíòàð-
íî-ãàóññîâñêèìè êðèâûìè. 

Êîãäà xm  – ÷èñëî, à xD  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà, ïðåäåëü-

íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x  èìååò îïðåäåëåííóþ ñïåöè-

ôèêó: îíà ñîñòîèò èç äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå îá-
ëàñòåé. Ïðè ýòîì àáñöèññà òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ðàâíà ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ xm , à ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû 

ôðàãìåíòîâ ãàóññîâñêèõ êðèâûõ (íà ðèñ. 27.1 îíè îãðàíè÷èâàþò 
çàòåìíåííûå îáëàñòè). 

 Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëèíäåáåðãà ñðåä-
íåå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ âûáîðî÷- 
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íîå ñðåäíåå, ìîæåò áûòü ÷èñëîì (êîãäà xm  – ÷èñëî è 0xD  ), 

ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (êîãäà xm  è xD  – ÷èñëà è 

0xD  ), èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé (êîãäà 0xD  , à xm  – ìíîãî-

çíà÷íàÿ âåëè÷èíà) èëè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (êîãäà xm  è 

xD  – ìíîãîçíà÷íûå âåëè÷èíû) ñ íåïðåðûâíîé çîíîé íåîïðåäåëåí-

íîñòè è ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàåìûìè ôðàã-
ìåíòàðíî-ãàóññîâñêèìè êðèâûìè. 

27.2. ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ 

ВЕЛИЧИН 

Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó ïðèìåíèòåëü-
íî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ãèïåðñëó÷àé-
íîé âûáîðêå). 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1, , NX X  – â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíàÿ 

ãèïåðñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ïðè âñåõ óñ-

ëîâèÿõ g G


 ýëåìåíòàìè, n -é ýëåìåíò âûáîðêè â óñëîâèÿõ ng  

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )
n nx gF x  ñ ìàòåìàòè÷åñ-

êèì îæèäàíèåì /n nx gm  è äèñïåðñèåé /n nx xD . Ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 

g G


 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà: ïðè ëþáîì 0   

/ /

2

/ /2
1/

1
lim ( ) ( ) 0

n n n n

x g N gn n

N

x g x g
N

nN g x m B

x m dF x
B   

  



, 

ãäå 2

/ /
1

n n

N

N g x g
n

B D


   – ñóììà äèñïåðñèé /n nx gD  ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí /n nX g  ( 1,n N ). 

Òîãäà ïðè N    âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû * ( )
xNSm

F x , 

* ( )
xNIm

F x  ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî  * *
/ ,xN xN gm m g G 

 , ãäå *
/

1

1
/

N

xN g n n
n

m X g
N 

   – ñëó-

÷àéíîå ñðåäíåå â óñëîâèÿõ g G


, ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê ôðàã-

ìåíòàðíî-ãàóññîâñêèì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ. 



27.2. Центральная предельная теорема … гиперслучайных вели-
чин 
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Ðèñ. 27.2. Âååð ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-

íèÿ *
/

( )
xN gm

F x  ñëó÷àéíûõ ñðåäíèõ 

*
/xN gm   (òîíêèå êðèâûå), âåðõíÿÿ 

* ( )
xNSm

F x  (ïîëóæèðíàÿ ñïëîøíàÿ êðè-

âàÿ) è íèæíÿÿ * ( )
xNIm

F x  (ïîëóæèðíàÿ 

øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî ñðåä- 

íåãî *
xNm , constN   

 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-   
íîé òåîðåìå 1. Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû äëÿ ëþáîãî íàáîðà 
óñëîâèé g


 

*
/

/ /lim ( ) ( / , ) 0
xN g

xN g xN gmN
F x F x m D



    
   

èëè èíà÷å 

*LIM ( ) LIM ( / , ),
xN

xN xNmN N
F x F x m D

 
    

ãäå *
/xN gm

F  (õ) – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî /xN gm  ; / /( / , )xN g xN gF x m D   – ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì / /
1

1
n n

N

xN g x g
n

m m
N 

   è 

äèñïåðñèåé 2
/ /2

1
xN g N gD B

N
  , à * ( )

xNm
F x  – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 

ãèïåðñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm ; ( / , )xN xNF x m D    

=  / /( / , ),xN g xN gF x m D g G 


. 

Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xNSm

F x , * ( )
xNIm

F x  ãèïåðñëó-

÷àéíîãî ñðåäíåãî *

xNm  ôîðìèðóþòñÿ èç ôðàãìåíòîâ ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ *
/

( )
xN gm

F x  ñëó÷àéíûõ ñðåäíèõ *
/xN gm  , g G


 (ðèñ. 27.2). 

Ïðè áîëüøîì N  ýòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ 
ê ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì. Ïîñêîëüêó äâå ðàçíûå ãàóññîâ-
ñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé 

òî÷êå, ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xNSm

F x , * ( )
xNIm

F x  ãè- 
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ïåðñëó÷àéíîãî ñðåäíåãî *
xNm  ïðè N    ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ 

ê ôðàãìåíòàðíî-ãàóññîâñêèì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â 

ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà ïðè óñòðåìëåíèè îáúåìà 
âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè èìååò ìåñòî ôðàãìåíòàðíî-ãàóññîâñêèé 
õàðàêòåð ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíå-
ãî, íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 8 ïðåäûäóùåé ãëàâû, óòâåðæäàþ-
ùåé ñõîäèìîñòü ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 
ê ãðàíèöàì ãèïåðñëó÷àéíîãî ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé ixm , sxm . 

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 è âûâîäîâ ïàðàãðàôà 27.1, ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé Ëèíäåáåðãà ãèïåðñëó÷àéíîå ñðåäíåå ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, 
â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ÷èñëîì, ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé èëè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íå-
îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíîé çîíîé íåîïðåäåëåííîñòè (ñîãëàñíî âûâî-
äàì ïàðàãðàôà 26.4) è ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñû-
âàåìûìè ôðàãìåíòàðíî-ãàóññîâñêèìè êðèâûìè. 

27.3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СХОДИМОСТИ ВЫБОРОЧНЫХ СРЕДНИХ 

Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ 
ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè çà-
ïèñåé êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ãîðîäñêîé ýëåêòðîñåòè è èíòåí-
ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà PSRJ 1012+5307 â ðåíòãåíîâñêîì 
äèàïàçîíå ÷àñòîò (ñì. ïàðàãðàô 9.2 è ãëàâó 12). 

Âûáîð èìåííî ýòèõ çàïèñåé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî êîëåáàíèå íàï-
ðÿæåíèÿ ñåòè – îäíî èç íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé, à 
êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà – îäíî èç íàèáî-
ëåå óñòîé÷èâûõ. 

27.3.1. Экспериментальные исследования 
колебаний напряжения электросети 

Â ïàðàãðàôå 9.2 ïðèâåäåíû ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ çàïèñåé êî-
ëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé. 

Îáðàáîòêà çàïèñåé ñâîäèëàñü ê âû÷èñëåíèþ è àíàëèçó âûáî-

ðî÷íûõ ñðåäíèõ *

xNm  è îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñ- 
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Ðèñ. 27.3. Îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ýëåêòðîñåòè *( )gF x  íà 

64 ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ (à) è îöåíêè ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ *
* ( )
xNm

F x  ïðè ðàçëè÷íûõ îáú-

åìàõ âûáîðêè 2rN   ( 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20)r   (á) (òîëùèíà ëèíèé âîçðà- 

ñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà r) 

 

òîé÷èâîñòè *
N , *

N  (ñì. ãëàâó 5), ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü èíòåð-

âàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 
Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ 60-÷àñîâûõ çàïèñåé êîëåáàíèÿ 

íàïðÿæåíèÿ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ðàâåí ïðèìåðíî 1 ÷àñó. 

Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè äîïîëíèòåëüíî èññëåäîâàëèñü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèÿ *( )gF x  íà ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó èí-

òåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ äëèòåëüíîñòüþ îêîëî ÷àñà ( 1,64g  ) è 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x . 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýòèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ çàïèñè, 
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.5, à (ãëàâà 1), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 27.3. 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1.5, à è 27.3, à, êà÷åñòâî ýëåêòðîñåòè íèç-

êîå. Â äàííîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèå êîëåáëåòñÿ ìåæäó 215 Âix   è 

255 Âsx  . 

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå íå ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèè ê ñòàáèëèçàöèè 
(ñì. ðèñ. 1.5, á), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ÿâíîì íàðóøåíèè ñòàòèñ-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà. 

Êðèâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *( )gF x , ñîîòâåòñòâóþùèå 

ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà g , ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-

ãà (â ïåðâóþ î÷åðåäü ïî ñâîåìó ìåñòîïîëîæåíèþ) (ðèñ. 27.3, à), 
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÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûðàæåííîé íåñòàöèîíàðíîñòè èññëåäóå-
ìîãî êîëåáàíèÿ. 

Êðèâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî 

*

* ( )
xNm

F x , ïîëó÷åííûå äëÿ íàðàñòàþùèõ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó 

çàêîíó îáúåìîâ âûáîðêè (ðèñ. 27.3, á), äåìîíñòðèðóþò ïîëíîå 
îòñóòñòâèå òåíäåíöèè ñòðåìëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 

*

* ( )
xNm

F x  ê êàêîé-òî îïðåäåëåííîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ( )
xm

F x  è ñòðåìëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *
xNm  ê êàêî-

ìó-òî îïðåäåëåííîìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ xm . 

Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà r  (8 è 10) ïî âèäó 

êðèâûõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x  

(ðèñ. 27.3, á) ñ íåêîòîðûì óðîâíåì ñêåïòèöèçìà âñå æå ìîæíî 
ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå ñòðåìëåíèÿ åå ê ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ (ïðè÷åì, êàê è ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñ 
óìåíüøàþùåéñÿ äèñïåðñèåé ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè). 
Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r  (íà÷èíàÿ ñ 10 äî 20), êàê âèä-
íî èç ðèñóíêà, ïðåäïîëàãàåìàÿ òåíäåíöèÿ íå ïîäòâåðæäàåòñÿ: çà- 

êîí ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x  ñòàíîâèòñÿ 

ÿâíî íåãàóññîâñêèì. 
Ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè äèñïåðñèÿ âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî *

xNm  òî âîçðàñòàåò (äëÿ çíà÷åíèé r  îò 8 äî 14 è îò 18  

äî 20), òî ñïàäàåò (äëÿ çíà÷åíèé r  îò 14 äî 18). Â öåëîì ïðè 
ïåðåõîäå îò ìàëûõ ê áîëüøèì îáúåìàì âûáîðêè äèñïåðñèÿ íå 
òîëüêî íå ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèè ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ, ïðåäñêàçû-
âàåìîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé (ñì. ðèñ. 26.1, à), à âîçðàñòàåò, 
ïðè÷åì âî ìíîãî ðàç (ðàçìàõ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî óâåëè÷èâàåò-
ñÿ ïðèìåðíî îò 1 äî 8 Â). 

Ñóäÿ ïî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 
âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñòðåìèòñÿ ê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 

( )
xm

F x  îáùåãî âèäà (òèïà èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 26.1, â). Ê òàêî-

ìó æå âûâîäó ïðèâîäèò àíàëèç ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè äàííûõ, 
ïîëó÷åííûõ â äðóãèõ ñåàíñàõ çàïèñè êîëåáàíèé íàïðÿæåíèÿ 
ýëåêòðîñåòè. 
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27.3.2. Экспериментальные исследования 
колебаний интенсивности пульсара 

Â ãëàâå 12 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ïóëüñàðà PSRJ 1012+5307 íà îñíîâå 
äàííûõ, âçÿòûõ ñ ñàéòà [All-Sky Monitor]. 

Êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà çà 16 ëåò íàá-
ëþäåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 12.3, à, à åãî âûáîðî÷íîãî ñðåäíå-
ãî – íà ðèñ. 12.3, â. 

Êîëåáàíèå èíòåíñèâíîñòè ïóëüñàðà, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 12.3, 
à, íàïîìèíàåò áåëûé øóì. Ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà, ðåãèñòðèðóþ-
ùåãî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå îò 

15 Âix    äî 15 Âsx  . 

Íà ðèñ. 12.3, â êðèâàÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî íà ïåðâûé 
âçãëÿä ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèþ ê ñòàáèëèçàöèè, ÷òî ñâèäåòå-
ëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ÿâíî âûðàæåííûõ íàðóøåíèé ñòàòèñòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà. Íà îòñóòñòâèå ÿâíûõ íàðóøåíèé 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óêàçûâàåò è áëèçîñòü êðèâûõ îöå-

íîê ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèÿ *( )gF x , ðàññ÷èòàííûõ 

äëÿ ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèÿ äëèòå-

ëüíîñòüþ òðè ìåñÿöà ( 1,64g  ) (ðèñ. 27.4, à). 

Îäíàêî êðèâûå îöåíîê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x , ïîëó÷åííûå äëÿ íàðàñòàþùèõ ïî ýêñïîíåí-

öèàëüíîìó çàêîíó îáúåìîâ âûáîðêè (ðèñ. 27.4, á), äåìîíñòðè-
ðóþò 

 

Ðèñ. 27.4. Îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà *( )gF x  íà 64 

ïðèëåãàþùèõ äðóã ê äðóãó èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ (à) è îöåíêè ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ *
* ( )
xNm

F x  ïðè ðàçëè÷íîì 

îáúåìå âûáîðêè 2rN   ( 8,15)r   (á) (òîëùèíà ëèíèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè- 

÷åíèåì ïàðàìåòðà r ) 
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îòñóòñòâèå ñòðåìëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

xNm  ê êàêîìó-òî 

îïðåäåëåííîìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ xm  è äàæå îòñóòñòâèå 

òåíäåíöèè ñòðåìëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *

* ( )
xNm

F x  ê êàêîé-

òî îïðåäåëåííîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )
xm

F x . 

Ïî äèíàìèêå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íî-

ãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x  ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà r  (îò 8 

äî 13) ìîæíî ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå ñòðåìëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ê ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ïðè÷åì, êàê è 
ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñ óìåíüøàþùåéñÿ äèñïåð-
ñèåé ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè). Íî ïðè áîëüøèõ çíà÷å- 
íèÿõ r  (íà÷èíàÿ ñ 13 äî 15) ïðåäïîëàãàåìàÿ òåíäåíöèÿ íå ïðî-

ñëåæèâàåòñÿ: çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x  

ñòàíîâèòñÿ ÿâíî íåãàóññîâñêèì. 
Ïðè ïåðåõîäå îò ìàëûõ ê áîëüøèì îáúåìàì âûáîðêè äèñïåð-

ñèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

xNm  âíà÷àëå ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèþ ê 

óìåíüøåíèþ (ïðè èçìåíåíèè r  îò 8 äî 13), íî çàòåì ïåðåñòàåò 
óìåíüøàòüñÿ. Ðàçìàõ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî îñòàåòñÿ ïðèìåðíî 

íà îäíîì è òîì æå óðîâíå (ïðèìåðíî 0,04 Â ). 

Ñóäÿ ïî âèäó êðèâûõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî 

ñðåäíåãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñòðåìëåíèå ôóíêöèè *

* ( )
xNm

F x  ê 

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ( )
xm

F x  òèïà èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 27.1. 

Ïîäîáíûì îáðàçîì áûëè èññëåäîâàíû âûáîðî÷íûå ñðåäíèå 
è äðóãèõ îïèñàííûõ â ÷àñòè II ïðîöåññîâ. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ 
íè ðàçó íå áûëà çàôèêñèðîâàíà òåíäåíöèÿ ñòðåìëåíèÿ îöåíêè 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

* ( )
xNm

F x  ê êàêî-

ìó-òî îïðåäåëåííîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ, à òåì áîëåå ê ãàóñ-
ñîâñêîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåàëüíûå îöåíêè íîñÿò ãèïåðñëó÷àéíûé õàðàê-
òåð. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ ïðèðîäà îöåíîê ïðîÿâëÿåòñÿ íà áîëüøèõ 
èíòåðâàëàõ óñðåäíåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèõ èíòåðâàë ñòàòèñòè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè. Íà íåáîëüøèõ æå èíòåðâàëàõ óñðåäíåíèÿ îöåíêè 
ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àéíûå. 



27.4. Действие закона больших чисел и центральной предельной 
теоремы ... 
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27.4. ДЕЙСТВИЕ ЗАКОНА БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 
И ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ  

ПРИМЕНИТЕЛЬНО К РЕАЛЬНЫМ ФИЗИЧЕСКИМ  
ВЕЛИЧИНАМ 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîòåíöè-

àëüíàÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèé ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí äîëæíà 

áûòü îãðàíè÷åííîé. Îãðàíè÷åíèå òî÷íîñòè îáóñëîâëåíî íåèäåàëü-

íûì õàðàêòåðîì ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïðîÿâ-

ëÿþùèìñÿ â îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê (èõ 

íåñîñòîÿòåëüíîñòüþ). 

Ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ âíà÷àëå ïðè 

íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ óñðåäíåíèÿ óðîâåíü ôëóêòóàöèé ñòàòèñòè-

÷åñêèõ îöåíîê óìåíüøàåòñÿ. Íî èç-çà íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñ-

êîé óñòîé÷èâîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî îáúåìà 

äàííûõ (èíòåðâàëà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè), ýòè ôëóêòóà-

öèè ïðèîáðåòàþò íåçàòóõàþùèé õàðàêòåð, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðà-

íè÷åíèþ òî÷íîñòè ðåàëüíûõ èçìåðåíèé. Ïîòåíöèàëüíàÿ òî÷-

íîñòü èçìåðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äèàïàçîíîì [ , ]a b , â êîòîðîì 

ôëóêòóèðóåò îöåíêà. 

Ìåõàíèçì îãðàíè÷åíèÿ òî÷íîñòè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî *

xNm  

äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷åí. Íåçàòóõàþùèå ôëóêòóàöèè îöåíêè *
xNm  â 

äèàïàçîíå [ , ]a b  ñîïðîâîæäàþòñÿ ñèíõðîííûìè ôëóêòóàöèÿìè 

ñðåäíåãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé xNm . Ïðè ýòîì, êàê ïðåäïè-

ñûâàåò çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, 

âåëè÷èíà *
xN xNm m  ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, à ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî * ( )
xNm

F x  ïðîÿâëÿåò ñòðåìëåíèå 

ê ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ( / , )xN xNF x m D  ñ ìàòåìàòè÷åñêèì 

îæèäàíèåì xNm  è äèñïåðñèåé xND . 

Îäíàêî ïàðàìåòðû xNm  è xND  ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿí-

íî èçìåíÿþòñÿ. Âìåñòå ñ íèìè èçìåíÿþòñÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ( / , )xN xNF x m D  è * ( )
xNm

F x . Èç-çà íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè 

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
xm

F x , ê êîòîðîé ñòðåìèòñÿ 
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* ( )
xNm

F x , è ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( / , )x xF x m D  , ê 

êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ( / , )xN xNF x m D , îêàçûâàþòñÿ ìíîãîçíà÷íû-

ìè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì çîíà íåîïðåäåëåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ 

äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ xNm  è xND  ïðè N   . 

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè îòíî-

ñèòåëüíî íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ óñðåäíåíèÿ ôëóêòóàöèè îöåíêè 
*

xNm  íîñÿò ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, íà áîëüøèõ æå èí-

òåðâàëàõ ïðîÿâëÿåòñÿ èõ ãèïåðñëó÷àéíàÿ ïðèðîäà. 
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Глава 28 
 

КОНЦЕПЦИИ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 
И МОДЕЛИ ИЗМЕРЕНИЙ  

 
 
 
 
 
 
Ïðîàíàëèçèðîâàíû äâå êîíöåïöèè îöåíêè òî÷íîñòè èçìåðåíèé: êîí-
öåïöèÿ ïîãðåøíîñòè è êîíöåïöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Ðàññìîòðåí 
ðÿä ìîäåëåé èçìåðåíèé. 

28.1. СОВРЕМЕННЫЕ ПОДХОДЫ 
К ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

Òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ – êà÷åñòâåííàÿ êàòåãîðèÿ, õàðàêòåðèçóåìàÿ 
êîëè÷åñòâåííî ïîãðåøíîñòüþ èëè íåîïðåäåëåííîñòüþ èçìåðåíèÿ. 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
ïðèìåíÿþòñÿ äâà ïîäõîäà. Îäèí èç íèõ îñíîâàí íà êîíöåïöèè 
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ, äðóãîé – íà êîíöåïöèè íåîïðåäåëåííîñòè 
èçìåðåíèÿ. 

28.1.1. Концепция погрешности 

Îñíîâû êîíöåïöèè ïîãðåøíîñòè áûëè çàëîæåíû åùå Ãàëè-
ëåî Ãàëèëååì [Ãàëèëåé, 1948], êîòîðûé ââåë ïîíÿòèÿ ñèñòåìàòè-
÷åñêîé è ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòåé. 

Â ìåòðîëîãèè ðàçëè÷àþò òðè áëèçêèõ ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûõ 
ïðè îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ïîãðåøíîñòè: èñòèííîå çíà÷åíèå èç-
ìåðÿåìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, äåéñòâèòåëüíîå åå çíà÷åíèå è 
ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå 1. Èñòèííîå çíà÷åíèå – çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé 
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, èäåàëüíûì îáðàçîì îòðàæàþùåå ñâîé-
ñòâî äàííîãî îáúåêòà â êîëè÷åñòâåííîì è â êà÷åñòâåííîì îòíî-
øåíèÿõ. 

Èñòèííîå çíà÷åíèå – îáúåêòèâíàÿ ïðèíöèïèàëüíî íå äîñòè-
æèìàÿ àáñîëþòíàÿ èñòèíà. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èñòèííîå çíà÷åíèå ïîíèìàåòñÿ êàê 
äåòåðìèíèðîâàííîå, íåèçìåííîå è îäíîçíà÷íîå. 

Íà ïðàêòèêå àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ çàìå-
íÿþò ïîíÿòèåì «äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå». 
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Îïðåäåëåíèå 2. Äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå – ýòî ýêñïåðèìåí-
òàëüíî íàéäåííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, 

áëèçêîå ê èñòèííîìó, îòëè÷àþùååñÿ îò íåãî íà âåëè÷èíó, êîòî-
ðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé äëÿ äàííîé öåëè. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè-

áëèæåííóþ îöåíêó èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû, íàéäåííóþ 
ïóòåì èçìåðåíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ – ðàçíèöà 

ìåæäó ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ è èñòèííûì (èëè äåéñòâèòåëüíûì) 
çíà÷åíèåì èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû [Ñåðãååâ, Êðîõèí, 2001]. 

Ïîãðåøíîñòü èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü ïîãðåø-

íîñòè îò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêîïîëîñíûé ïðîöåññ. 
Ïî õàðàêòåðó ïðîÿâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè äåëÿò íà ñèñòåìàòè÷åñ-

êèå, ñëó÷àéíûå, ïðîãðåññèðóþùèå è ãðóáûå (ïðîìàõè). Äåëåíèå ïîãðåø-

íîñòè íà îòäåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñâÿçàíî ñ ïîïûòêîé íåçàâèñèìî-
ãî îïèñàíèÿ ðàçíûõ ó÷àñòêîâ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà. Òàêîå äåëåíèå 
ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì. Îíî ââåäåíî èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ óäîáñòâà. 

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîä ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîíèìàþò ïîãðåøíîñòü, 
êîòîðàÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì èçìåðåíèè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé èëè 
èçìåíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó [Òþðèí, 1973]. 

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîä ñëó÷àéíîé ïîíèìàþò ïîãðåøíîñòü, êîòî-
ðàÿ ïðè ïîâòîðíûõ èçìåðåíèÿõ èçìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì 
[Òþðèí, 1973]. 

Âîçíèêíîâåíèå ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè îáû÷íî ñâÿçûâàþò 
ñî ñëó÷àéíûìè âðåìåííûìè è (èëè) ïðîñòðàíñòâåííûìè èçìå-
íåíèÿìè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ âëèÿþùèõ âåëè÷èí, à ñèñòåìàòè-

÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü – ñ îòêëîíåíèÿìè ïàðàìåòðîâ èëè óñëîâèé 
èçìåðåíèÿ îò èäåàëüíûõ. 

Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü îòðàæàåò îñîáåííîñòè ñïåêòðà 

ïîãðåøíîñòè íà íóëåâîé ÷àñòîòå (èëè â áëèçëåæàùåé îáëàñòè). 
Ñëó÷àéíóþ ïîãðåøíîñòü ìîæíî óìåíüøèòü ïóòåì ñòàòèñòè÷åñ-

êîé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ðÿäà èçìåðåíèé, ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèá-

êó, êàê ïðàâèëî, – ïóòåì ó÷åòà òåõ èëè èíûõ èçâåñòíûõ çàâèñèìîñ-
òåé ðåçóëüòàòà èçìåðåíèé îò ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ íà ðåçóëüòàò. 

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ÷àñòè÷íî ìîæåò 

áûòü ñêîìïåíñèðîâàíà ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îñîáûõ ñïîñîáîâ èç-
ìåðåíèÿ, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü áåç îïðåäåëåíèÿ åå âåëè÷è-
íû óìåíüøèòü åå âëèÿíèå íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Èçâåñòåí öå-

ëûé ðÿä òàêèõ ñïîñîáîâ: çàìåùåíèÿ, êîìïåíñàöèè ïîãðåøíîñòè 
ïî çíàêó, ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ, ñèììåòðè÷íûõ íàáëþäåíèé è äð. 
[Òþðèí, 1973]. 
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Åñëè ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå èçìåíÿåòñÿ îò èçìåðåíèÿ 

ê èçìåðåíèþ (ýòîò ôàêò, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ, 

åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå), òî ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü 

ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè. 

Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè îêà-

çûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. 

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîãðåññèðóþùàÿ (äðåéôîâàÿ) ïîãðåøíîñòü 1 – 

ýòî íåïðåäñêàçóåìàÿ ïîãðåøíîñòü, ìåäëåííî èçìåíÿþùàÿñÿ âî 

âðåìåíè [Ñåðãååâ, Êðîõèí, 2001]. 

Ïðîãðåññèðóþùàÿ ïîãðåøíîñòü îòðàæàåò îñîáåííîñòè ñïåê-

òðà ïîãðåøíîñòè â äèàïàçîíå íèçêèõ è èíôðàíèçêèõ ÷àñòîò. Âû-

ðàçèòü åå ÷åðåç ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü è ñëó÷àéíóþ ïî-

ãðåøíîñòü ñ îïðåäåëåííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ íåëüçÿ. 

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðåññèðóþùàÿ ïîãðåø-

íîñòü âîçíèêàåò âñëåäñòâèå èçìåí÷èâîñòè âî âðåìåíè çàêîíà 

ðàñïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äèñïåð-

ñèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. 

Ïðîãðåññèðóþùóþ ïîãðåøíîñòü îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïðîöåñ-

ñàìè ñòàðåíèÿ èëè èçíîñà äåòàëåé èçìåðèòåëüíûõ óñòðîéñòâ: 

ðàçðÿäêîé èñòî÷íèêîâ ïèòàíèÿ, ñòàðåíèåì ðàäèîýëåìåíòîâ, äå-

ôîðìàöèåé è èçìåíåíèåì óïðóãîñòè ìåõàíè÷åñêèõ äåòàëåé, 

îêèñëåíèåì, êîððîçèåé è ïð. Ýòè ïðîöåññû î÷åíü ìåäëåííûå. 

Çàìåòíûå èçìåíåíèÿ ïîãðåøíîñòè íåðåäêî íàñòóïàþò ïî èñòå÷å-

íèè ìåñÿöåâ, ëåò èëè äàæå äåñÿòèëåòèé. 

Ïîíÿòèå ïðîãðåññèðóþùåé ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðè 

èññëåäîâàíèè äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñðåäñòâ èçìå-

ðåíèÿ [Íîâèöêèé, Çîãðàô, Ëàáóíåö, 1990] è èõ ìåòðîëîãè÷åñêîé 

íàäåæíîñòè. 

Âî âñåé èçâåñòíîé àâòîðó ìåòðîëîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå (â ÷àñò-

íîñòè öèòèðîâàííûõ â ýòîì ïàðàãðàôå êíèãàõ) ïðîãðåññèðóþùàÿ 

ïîãðåøíîñòü òðàêòóåòñÿ êàê íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. 
Âîïðîñ î âîçìîæíî íåñëó÷àéíîì õàðàêòåðå ýòîé ïîãðåøíîñòè íå 

îáñóæäàåòñÿ. 

Îñîáîãî èíòåðåñà ê ïðîãðåññèðóþùåé ïîãðåøíîñòè ìåòðîëî-

ãè íå ïðîÿâëÿþò. Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðà-

ôèé ïî ìåòðîëîãèè î íåé ëèáî âîîáùå íå óïîìèíàåòñÿ, ëèáî 

óïîìèíàåòñÿ âñêîëüçü. Ïðè ïðîâåäåíèè áîëüøèíñòâà ìåòðîëîãè-

÷åñêèõ ðàáîò åå îáû÷íî èãíîðèðóþò. 

                                          
1 Âïåðâûå ïîíÿòèå ïðîãðåññèðóþùåé ïîãðåøíîñòè áûëî ââåäåíî â ìî-

íîãðàôèè Ì.Ô. Ìàëèêîâà [Ìàëèêîâ, 1949]. 
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Îïðåäåëåíèå 8. Ãðóáàÿ ïî-
ãðåøíîñòü (ïðîìàõ) – ýòî ñëó-
÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà 
îòäåëüíîãî íàáëþäåíèÿ, âõîäÿ-
ùåãî â ðÿä èçìåðåíèé, êîòîðàÿ 
äëÿ äàííûõ óñëîâèé ðåçêî îòëè-
÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ ðåçóëüòà-
òîâ ýòîãî ðÿäà  [Ñåðãååâ, Êðî-  

                                           õèí, 2001]. 
Ïðîìàõè, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò èç-çà îøèáîê èëè íåïðà-

âèëüíûõ äåéñòâèé îïåðàòîðà ëèáî êðàòêîâðåìåííûõ ðåçêèõ èç-
ìåíåíèé óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ îáû÷íî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ (çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ó÷åòà ïðîãðåññèðóþùåé ïîãðåø-
íîñòè) êàê ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðåäñòàâëÿåìûé 
ñèñòåìàòè÷åñêîé è ñëó÷àéíîé (ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì) ñîñòàâëÿþùèìè. 

Ïðè ïîñòðîåíèè ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è 
èõ îöåíîê ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âåëè÷èíû, ïîäëåæàùèå èçìåðå-
íèþ, íîñÿò äåòåðìèíèðîâàííûé, à èõ îöåíêè – ñëó÷àéíûé õà-
ðàêòåð. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí èñ-
ïîëüçóþò äåòåðìèíèðîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, à äëÿ 
îïèñàíèÿ èõ îöåíîê – ñëó÷àéíûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) ìîäåëè ñ îï-
ðåäåëåííûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà ýòîì ïîñòðîåíà âñÿ 
ñîâðåìåííàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçìåðåíèé. 

Â ñëó÷àå èçìåðåíèÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû èçìåðÿåìóþ âåëè-
÷èíó   ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñêà÷êîîáðàçíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ( )F  , à ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ (îöåíêó * ) – ôóíêöèåé 

ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )F

  (ðèñ. 28.1). Òàêóþ ìîäåëü èçìåðåíèÿ åñòåñ-

òâåííî íàçâàòü äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíîé. 
Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò ëèáî ñèñòå-

ìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ 0  (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïî- 

ãðåøíîñòè, ðàâíûì ðàçíîñòè ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-  

åì îöåíêè *m


 è çíà÷åíèåì èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû  ) è ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ) *
  ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè 

(ÑÊÎ îöåíêè * ), ëèáî äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ( )I p   

* *

0 0[ , + ]          , ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåííîé äîâåðè-

òåëüíîé âåðîÿòíîñòè *
0( )P          òîãî, ÷òî àáñîëþòíîå 

 

Ðèñ. 28.1. Äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àé-
íàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ 
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îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû *
0    îò èçìåðÿåìîé âåëè÷è-

íû   íå áîëüøå íåêîòîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû  . 

Èíîãäà ñëó÷àéíóþ ïîãðåøíîñòü õàðàêòåðèçóþò èíòåðâàëîì 

[ , ]   áåç óêàçàíèÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Òðàêòîâêà òàêî-

ãî âàðèàíòà îïèñàíèÿ ìîæåò áûòü ðàçíîé. 

Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü èìååò îïðå-

äåëåííûé, îòðàæàþùèé ñóùåñòâî çàäà÷è, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ è 

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó èíòåðâàëó äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü 

áëèçêà ê åäèíèöå (áåç êîíêðåòèçàöèè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ). 

Âòîðîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíîé ïîãðåøíîñòè ðàâíîìåðíûé íà èíòåðâàëå [ , ]   è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà åäèíèöå. 

Òðåòèé âàðèàíò (îáû÷íî íå îáñóæäàåìûé â ëèòåðàòóðå) ìî-

æåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíòåðâàë [ , ]   ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî 

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èçìåíÿåìîé ÷àñòè ïîãðåøíîñòè áåç óêàçà-

íèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà íîñèò èí-

òåðâàëüíûé õàðàêòåð è ïîòîìó ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ 

ëèøü â ïåðåíîñíîì ñìûñëå. Òàêóþ ìîäåëü èçìåðåíèÿ åñòåñòâåí-

íî íàçâàòü äåòåðìèíèðîâàííî-èíòåðâàëüíîé. Ê ýòîé ìîäåëè âåð-

íåìñÿ íåñêîëüêî ïîçæå. Çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî ïî ñóòè îíà áëèç-

êà ê ðàññìàòðèâàåìîé íèæå ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåé êîíöåï-

öèè íåîïðåäåëåííîñòè. 

28.1.2. Концепция неопределенности 

Â ðàìêàõ êîíöåïöèè íåîïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà 

òèïà íåîïðåäåëåííîñòåé èçìåðåíèÿ: ïî òèïó A  è ïî òèïó B . 

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîä íåîïðåäåëåííîñòüþ ïî òèïó A  ïîäðàçóìå-

âàþò âñå ñîñòàâëÿþùèå íåîïðåäåëåííîñòè, îöåíèâàåìûå ïóòåì 

ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à ïîä íåîïðåäåëåííîñòüþ ïî 

òèïó B  – âñå ñîñòàâëÿþùèå, îöåíèâàåìûå äðóãèìè ñïîñîáàìè 

[Ðóêîâîäñòâî, 1999, Uncertainty, 2009]. 

Â óêàçàííûõ äîêóìåíòàõ ïðèâåäåí ïåðå÷åíü âîçìîæíûõ èñ-

òî÷íèêîâ âîçíèêíîâåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, âêëþ÷àþùèé 

1) íåïîëíîå îïðåäåëåíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû; 

2) íåñîâåðøåííóþ ðåàëèçàöèþ îïðåäåëåíèÿ èçìåðÿåìîé âå-

ëè÷èíû; 

3) íåðåïðåçåíòàòèâíóþ âûáîðêó – èçìåðåííûé îáðàçåö ìî-

æåò íå ïðåäñòàâëÿòü îïðåäåëÿåìóþ èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó; 
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4) íåòî÷íûå äàííûå îá óñëîâèÿõ îêðóæàþùåé ñðåäû, âëèÿþ-

ùèõ íà èçìåðåíèå, èëè íåñîâåðøåííîå èçìåðåíèå óñëîâèé îêðó-

æàþùåé ñðåäû; 

5) ñóáúåêòèâíóþ ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü îïåðàòîðà 

ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé àíàëîãîâûõ ïðèáîðîâ; 

6) êîíå÷íóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ïðèáîðà èëè ïîðîã 

÷óâñòâèòåëüíîñòè; 

7) íåòî÷íûå çíà÷åíèÿ, ïðèïèñàííûå ýòàëîíàì, èñïîëüçóå-

ìûì äëÿ èçìåðåíèÿ, è ñòàíäàðòíûì îáðàçöàì âåùåñòâ è ìàòå-

ðèàëîâ; 

8) íåòî÷íûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó-

÷åííûõ èç âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ è èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìå îá-

ðàáîòêè äàííûõ; 

9) àïïðîêñèìàöèè è ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ìåòîäå 

èçìåðåíèÿ è èçìåðèòåëüíîé ïðîöåäóðå; 

10) èçìåíåíèÿ â ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèÿõ èçìåðÿåìîé âåëè-

÷èíû ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ. 

Ýòè èñòî÷íèêè íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è íå-

êîòîðûå èç èñòî÷íèêîâ îò 1) äî 9) ìîãóò âíîñèòü âêëàä â èñòî÷-

íèê 10). 
Íåîïðåäåëåííîñòü èçìåðåíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû   õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ Aθu  ïî òèïó A , íåîïðåäåëåí-

íîñòüþ Bθu  ïî òèïó B , ñóììàðíîé ñòàíäàðòíîé íåîïðåäåëåííîñ-

òüþ 2 2
A Bu u u     è ðàñøèðåííîé íåîïðåäåëåííîñòüþ U ku   

(ãäå k  – êîýôôèöèåíò îõâàòà). 

Äåëåíèå ïîãðåøíîñòåé íà ñëó÷àéíûå è ñèñòåìàòè÷åñêèå îáó-
ñëîâëåíî ïðèðîäîé èõ âîçíèêíîâåíèÿ è ïðîÿâëåíèÿ â õîäå èçìåðå-

íèé, à äåëåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ïî òèïàì A  è B  – ìåòîäà-
ìè èõ ðàñ÷åòà. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñðåäå ìåòðîëîãîâ áûòóåò ìíåíèå, ÷òî 

êîíöåïöèÿ íåîïðåäåëåííîñòè áîëåå ïðîãðåññèâíàÿ, ÷åì êîíöåï-

öèÿ ïîãðåøíîñòè. ×àñòè÷íî ìîæíî ñîãëàñèòüñÿ ñ èõ òî÷êîé çðå-

íèÿ, íî ëèøü ÷àñòè÷íî. 

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïåðåõîä îò ñòîõàñòè÷åñêîé (â êîíöåïöèè 

ïîãðåøíîñòè) ê íåîïðåäåëåííîé ìîäåëè (â êîíöåïöèè íåîïðåäå-

ëåííîñòè), òðàêòóåìîé çíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì ñòîõàñòè÷åñêàÿ 

ìîäåëü, ìîæåò òîëüêî ïðèâåòñòâîâàòüñÿ. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, èãíîðèðîâàíèå ïðèðîäû âîçíèêíîâåíèÿ è ïðîÿâëåíèÿ íåîï- 
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ðåäåëåííîñòè äåëàåò êîíöåïöèþ íåîïðåäåëåííîñòè îòîðâàííîé 
îò ðåàëèé æèçíè. 

Çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü ñëîâà Á.Â. Ãíåäåíêî â êîììåíòà-
ðèè ê øåñòîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà [Ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà, 1969]: 
«…êàæäàÿ åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ äèñöèïëèíà èìååò ñâîé ìàòåðèàëü-
íûé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è åå ñîäåðæàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðî-
äîé òåõ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé, êîòîðûå îíà èçó÷àåò. Íå ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ, à ìàòåðèàëüíûé ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëÿþùèì äëÿ êàæäîé íàóêè î ïðèðîäå». 

Èãíîðèðîâàòü ôèçèêó ÿâëåíèé íèêàê íåëüçÿ, âïðî÷åì, êàê è 
îãðàíè÷èâàòüñÿ ó÷åòîì ëèøü ñëó÷àéíûõ èñòî÷íèêîâ íåòî÷íîñòè 
èçìåðåíèé. 

Íà íàø âçãëÿä, äàëüíåéøåå êîíöåïòóàëüíîå ðàçâèòèå òåîðèè 
èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ëèáî ïî ïóòè ìîäåðíèçàöèè 
êîíöåïöèè ïîãðåøíîñòè â íàïðàâëåíèè ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè èç-
ìåðåíèÿ, ó÷èòûâàþùåé âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ, íå òîëüêî ñëó-
÷àéíûõ, ôàêòîðîâ, ëèáî ïî ïóòè ìîäåðíèçàöèè êîíöåïöèè íåîï-
ðåäåëåííîñòè â íàïðàâëåíèè ó÷åòà ïðèðîäû âîçíèêíîâåíèÿ è 
ïðîÿâëåíèÿ íåòî÷íîñòè èçìåðåíèé. 

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñëåäîâàòü ïåðâîìó ïóòè. 

28.2. АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ МОДЕЛИ ИЗМЕРЕНИЯ 

Ñîâðåìåííàÿ ìåòðîëîãèÿ èñõîäèò èç òîãî, ÷òî 
 èñòèííîå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû äåòåðìèíèðîâà-

íî, îäíîçíà÷íî è çà âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, 

 çà âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèÿ ñðåäñòâà èçìåðåíèÿ íå èç-

ìåíÿþò ñâîèõ õàðàêòåðèñòèê, 

 çà âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïî-

ñòîÿííû, 

 ðåçóëüòàò êîíêðåòíîãî èçìåðåíèÿ îäíîçíà÷åí. 

Âñå ýòè ïóíêòû, ìÿãêî ãîâîðÿ, íå î÷åíü îáîñíîâàíû. 

Âñå ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû è îïèñûâàþùèå èõ ôèçè-

÷åñêèå âåëè÷èíû ïîäâåðæåíû èçìåíåíèþ âî âðåìåíè (çà èñêëþ-

÷åíèåì, âîçìîæíî, ìèðîâûõ êîíñòàíò). Èçìåíÿåòñÿ âñå: îáúåêò 
èçìåðåíèÿ, ñðåäñòâà èçìåðåíèÿ è óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé. 

Ïîñêîëüêó ëþáîå èçìåðåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ìãíîâåííî, à 

â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ óñðåäíåííóþ âåëè÷èíó, îòðàæàþ-
ùóþ ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ èçìåðÿåìîãî îáúåêòà, ðàçëè÷íûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñðåäñòâà èçìåðåíèÿ è ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ èçìåðåíèÿ. 
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Êîíå÷íî, óäîáíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó äå-
òåðìèíèðîâàííîé, îäíîçíà÷íîé 
è íåèçìåííîé âåëè÷èíîé, à ðå-   
çóëüòàò èçìåðåíèÿ – ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíîé. Íî ýòà ïðèìèòèâíàÿ 
ìîäåëü íå îòðàæàåò ìíîæåñòâî 
íþàíñîâ ðåàëüíîé ñèòóàöèè. 

Ïåðâûé øàã ê áîëåå ïîëíîìó ó÷åòó äåéñòâèòåëüíîñòè – 

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå òîëüêî îöåíêà  , íî è èçìåðÿåìàÿ âåëè-

÷èíà íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Íà ðèñ. 28.2 ñõåìàòè÷íî èçîá-

ðàæåíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F   è * ( )F

  èçìåðÿåìîé âå-

ëè÷èíû è îöåíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííîé ìîäåëè. Òàêóþ 
ìîäåëü èçìåðåíèÿ åñòåñòâåííî íàçâàòü ñëó÷àéíî-ñëó÷àéíîé. 

Â äàííîì ñëó÷àå ñìåùåíèå îöåíêè *0 m m
   , ãäå *m


 – 

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè  ; m  – ìàòåìàòè÷åñêîå 

îæèäàíèå èçìåðÿåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  ;  , *
  – ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî èçìåðÿåìîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû   è åå îöåíêè  . 

Óòî÷íåííûìè äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíîé è ñëó÷àéíî-ñëó-
÷àéíîé ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ 
(ðèñ. 28.3, à) è ñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ (ðèñ. 28.3, á) ìîäåëè. Â ïåð-
âîé èç íèõ èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, 
à âî âòîðîé – ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â îáåèõ ìîäåëÿõ îöåíêà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. 

Íà ðèñóíêàõ * ( )
S

F

  è * ( )

I
F


  – ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è 

íèæíÿÿ ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé îöåí-

êè  ; 0S  è 0I  – ñìåùåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè îòíîñèòåëüíî èçìåðÿå-
ìîé âåëè÷èíû (åñëè ýòà âåëè÷èíà – äåòåðìèíèðîâàííàÿ, òî 

*0 ,S S
m


    *0I I

m


    , åñëè ñëó÷àéíàÿ, òî *0S S
m m

   , 

*0I I
m m

   ); *S
m


, *I

m


 –  ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðõíåé 

è íèæíåé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè; *S 
 , *I 

  – ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö ãèïåðñëó-
÷àéíîé îöåíêè. Çîíà íåîïðåäåëåííîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè 
ïîêàçàíà çàòåìíåííîé îáëàñòüþ. 

 

Ðèñ. 28.2. Ñëó÷àéíî-ñëó÷àéíàÿ ìî-
äåëü èçìåðåíèÿ 
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Ðèñ. 28.3. Äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ (à) è ñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àé-
íàÿ (á) ìîäåëè èçìåðåíèÿ 

 

Ðèñ. 28.4. Äåòåðìèíèðîâàííî-èíòåð-
âàëüíàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ 

 
×àñòíûì ñëó÷àåì äåòåðìè-

íèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìî-
äåëè èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííî-èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü (ðèñ. 28.4), î êîòîðîé øëà ðå÷ü 
â ï. 28.1.1. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ðàññìàòðèâàåòñÿ 
êàê äåòåðìèíèðîâàííàÿ, à îöåíêà – êàê èíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà. 
Çîíà íåîïðåäåëåííîñòè èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíà 
çàòåìíåííîé îáëàñòüþ. 

Ñëåäóþùèì øàãîì ïðèáëèæåíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî 
ñ÷èòàòü ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíóþ ìîäåëü èçìåðåíèÿ, â êîòîðîé 
èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà è åå îöåíêà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ãèïåðñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè. 

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ìîäåëåé èçìåðåíèÿ, àëüòåðíàòèâíûõ 
êëàññè÷åñêîé, ñ äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëè, à 
çàòåì ðàññìîòðèì ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíóþ ìîäåëü. 
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Глава 29 
 

ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ОЦЕНКИ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ВЕЛИЧИН  

 
 
 
Èññëåäîâàíà äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ. 
Äëÿ òî÷å÷íûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ââåäåíû ïîíÿòèÿ íåñìåùåí-
íîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé è äîñòàòî÷íîé îöåíîê, à äëÿ èí-
òåðâàëüíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê – ïîíÿòèÿ äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà è ãðàíèö äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Äîêàçàíû òåîðåìû, 
îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû âåðõíåé ãðàíèöû òî÷íîñòè òî÷å÷íîé îöåíêè 
è ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Ïîêàçàíî, 
÷òî ãèïåðñëó÷àéíûå îöåíêè äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí íåñîñòîÿ-
òåëüíû è ïîýòîìó òî÷íîñòü èçìåðåíèé îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. 

29.1. ТОЧЕЧНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ОЦЕНКА 
ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû  ïî 

ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ =  /X g G . 

Òî÷å÷íóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ îöåíêó *  áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê 

íåêîòîðóþ ñòàòèñòèêó – ôóíêöèþ âûáîðêè X


 îáúåìà N  èç ãè-

ïåðñëó÷àéíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Îöåíêó *  ìîæíî 

îïèñàòü ìíîæåñòâîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí * / g , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì g G :  * * / g G    . Ïðè ýòîì ñëó-

÷àéíàÿ îöåíêà * / g  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âûáîðêè 

/X g


. 

Êîíêðåòíóþ âåëè÷èíó *  ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè *  ìîæíî 

ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîì äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí * / g , 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì g G :  * * / g G    . 

Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è òî÷íîñòü òî÷å÷íîé îöåí-
êè ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïî-ðàçíîìó. Â îáùåì ñëó÷àå òî÷íîñòü 

õàðàêòåðèçóåò ãèïåðñëó÷àéíàÿ ïîãðåøíîñòü *Z     . Ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì óñëîâèè g  â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà òî÷íîñòè îöåíêè  



29.2. Несмещенная и состоятельная гиперслучайные оценки … 
 

 

 343 

ìîæåò âûñòóïàòü âåëè÷èíà 2

/z g  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 

êâàäðàòà ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè */ /Z g g    : 

2
2 *

/ /z g g        
. 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè îöåíêè â èçìåíÿþùèõñÿ  óñëî-
âèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåðâàë, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ âåëè-

÷èíû 2

/z g  ( g G ). Ïîãðåøíîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæè-

òåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó âåðõíÿÿ ãðàíè-
öà ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà 

2 2 2

max max[ , ],Sz Iz     

ãäå 
2

2 *M [ ],Sz S      
2

2 *M [ ]Iz I      – ñðåäíèå êâàäðàòû 

ïîãðåøíîñòè Z , ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâåí-  

íî âåðõíåé * ( )
S

F

  è íèæíåé * ( )

I
F


  ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. 
Òî÷íîñòü òî÷å÷íîé îöåíêè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òàêæå 

ãðàíèöàìè ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè Z : 
2 2

2 * 2 *inf [ / ], sup [ / ].iz sz
g G g G

g g
 

             

29.2. НЕСМЕЩЕННАЯ И СОСТОЯТЕЛЬНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ 
ОЦЕНКИ ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  äåòåðìèíèðîâàííîé 

âåëè÷èíû   íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé (ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G ), 

åñëè äëÿ âñåõ g G  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå *

*

/
M[ / ]

g
m g


   

óñëîâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû * / g  ðàâíî îöåíèâàåìîé âåëè-

÷èíå: * / g
m


  . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêà íàçûâàåòñÿ ñìåùåí-

íîé. 
Âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ (ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü) â óñëî-

âèÿõ g  îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì *0 / /g g
m


    . 

Ãðàíèöû 2
Sz , 2

Iz  è 2
iz , 2

sz  ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì 

îáðàçîì: 
2 2 2
Sz Sz Szm    , 2 2 2

Iz Iz Izm    , 
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2 2 2
/ /inf[ ]iz z g z g

g G
m


    , 2 2 2

/ /sup[ ]sz z g z g
g G

m


    , 

ãäå * 0Sz SS
m m


     , * 0Iz II

m m


      – ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ãðàíèö ïîãðåøíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñìåùåíèÿ îöåí-
êè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ôóíêöèè 

ðàñïðåäåëåíèÿ;  2 2

Sz S SzZ m    
 

,  2 2

Iz I IzZ m    
 

 –  äèñ-

ïåðñèè ãðàíèö ïîãðåøíîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ äèñïåðñèÿìè ãðàíèö 

îöåíêè 2
*S

 , 2
*I 

 ;  2
* *

2
2 *

/ / /
/z g g g

g m
 

         
 – óñëîâíàÿ 

äèñïåðñèÿ ïîãðåøíîñòè, ñîâïàäàþùàÿ ñ óñëîâíîé äèñïåðñèåé îöåí-
êè (ðèñ. 29.1). 

Â èçìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ ïîãðåøíîñòü z  îïèñûâàåòñÿ íåðà-

âåíñòâîì 

0 0S Sz I Izk z k        ,                 (29.1) 

à èíòåðâàë íàõîæäåíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû   ïðè íàëè÷èè 

îöåíêè *   â ýòèõ íåîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ – íåðàâåíñòâîì 

* *
0 0I Iz S Szk k             ,         (29.2) 

ãäå k  – êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ñòåïåíü äîâåðèÿ. 

 

Ðèñ. 29.1. Âååð óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ *
/

( )
g

F


  (òîíêèå êðèâûå) äëÿ 

ðàçëè÷íûõ óñëîâèé g, âåðõíÿÿ * ( )
S

F


  (ïîëóæèðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è íèæíÿÿ 

* ( )
I

F


  (ïîëóæèðíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
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Åñëè óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè * / g  íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ è ñ âîçðàñòàíèåì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé îöåíêè */g
m


 èõ óñëîâíûå äèñïåðñèè *

2

/ g
  óâåëè÷èâàþòñÿ 

(òèï ðàñïðåäåëåíèÿ «à» â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé, ââå-
äåííîé â ïàðàãðàôå 15.4) èëè óìåíüøàþòñÿ (òèï ðàñïðåäåëåíèÿ 
«á»), ýòîò èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíèöàìè ñìåùåíèÿ 

0 0/infi g
g G

   , 0 0/sups g
g G

    è ãðàíèöàìè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî 

îòêëîíåíèÿ îöåíêè *i
 , *s

 . 

 Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà «à» îí ðàâåí 

* *

* *
0 0[ , ]s is i

k k
 

          , 

à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà «á» – 

* *

* *
0 0[ , ]s ii s

k k
 

          . 

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  äåòåðìèíèðîâàííîé 
âåëè÷èíû  íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 
g G  îíà ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ýòîé âåëè÷èíå: 

{lim / } 0
N

P g g G


        , 

ãäå N  – îáúåì âûáîðêè äëÿ êàæäîãî g ; 0   – êàê óãîäíî 

ìàëîå ÷èñëî. 
Äàëåêî íå âñå ãèïåðñëó÷àéíûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû. Â ïà-

ðàãðàôå 26.3 îòìå÷åíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðè óâåëè÷åíèè îáú-
åìà âûáîðêè ãèïåðñëó÷àéíîå ñðåäíåå ñòðåìèòñÿ íå ê îïðåäåëåí-
íîìó ÷èñëó, à ê ìíîæåñòâó ÷èñåë. Ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó-
÷àå îíî ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó. 

Îïðåäåëåíèå 3. Íåñîñòîÿòåëüíûå ãèïåðñëó÷àéíûå îöåíêè íàçû-
âàþò îöåíêàìè ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà, à ñîñòîÿòåëüíûå – ñëó÷àéíîãî 
òèïà. 

Ðåàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ íàáëþäåíèÿ âåëè÷èí ïîñ-
òîÿííî èçìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó îöåíêè ðåàëüíûõ âåëè÷èí, îáû÷íî 
ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñëó÷àéíûå è ñîñòîÿòåëüíûå, áîëåå ïðàâèëü-
íî ñ÷èòàòü ãèïåðñëó÷àéíûìè è íåñîñòîÿòåëüíûìè. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíîé ìîäåëè 
èçìåðåíèÿ ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþ-
ùèìè. Ýòè ñîñòàâëÿþùèå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè: ñìåùåíèåì 0  è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíè- 

åì z . Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü z  êîíêðåòíîãî èçìåðåíèÿ ìîæåò 
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áûòü îïèñàíà íåðàâåíñòâîì 

0 0z zk z k        .     

Â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííî-
ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëè èçìåðå-
íèé ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷è-
íó. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ çîíîé íå-
îïðåäåëåííîñòè è îïèñûâàåòñÿ 
íåðàâåíñòâîì (29.1), â êîòîðîì 

ôèãóðèðóþò ÷åòûðå ïàðàìåòðà: 0 0, , ,S I Sz Iz    . Ýòè ïàðàìåòðû çà-

äàþò íà îñè ïîãðåøíîñòè ìåñòîïîëîæåíèå è ðàçìåð çîíû íåîï-
ðåäåëåííîñòè (ðèñ. 29.2). 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè (òîãäà 

Sz Iz z     ), ïîãðåøíîñòü Z  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àääèòèâ-

íîé ìîäåëüþ 0Z V    ñ äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè: íåîïðåäåëåííîé 

ñîñòàâëÿþùåé 0 , õàðàêòåðèçóþùåé ìåñòîïîëîæåíèå è ïðîòÿæåí-

íîñòü çîíû íåîïðåäåëåííîñòè, è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé V, õàðàê-
òåðèçóþùåé ôîðìó ýòîé çîíû. 

Íåîïðåäåëåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 0  – ñòàòèñòè÷åñêè íåïðîã-

íîçèðóåìàÿ – ìîæåò áûòü îïèñàíà èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé 

0 0[ , ]S I  , à ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ V – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì 

îòêëîíåíèåì z . 

Íåîïðåäåëåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 0  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà 

â âèäå ñóììû ñèñòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé 0S , õàðàêòåðè-

çóþùåé íà÷àëî çîíû íåîïðåäåëåííîñòè, è èíòåðâàëüíîé âåëè-
÷èíû 0 0[0, ]I S   , õàðàêòåðèçóþùåé ïðîòÿæåííîñòü ýòîé çîíû 

íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü èìååò òðè ñîñòàâëÿþ-
ùèå: ñèñòåìàòè÷åñêóþ, ñëó÷àéíóþ è èíòåðâàëüíóþ. 

Òàêèì îáðàçîì, â äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíîé è äåòåðìè-
íèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëÿõ èçìåðåíèÿ ïîãðåøíîñòè 
ðàçíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð 
è ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêóþ è ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Âî 
âòîðîì – ãèïåðñëó÷àéíûé õàðàêòåð è â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò 
áûòü ðàçëîæåíà íà ñîñòàâëÿþùèå. 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òðå-
ìÿ ñîñòàâëÿþùèìè: ñèñòåìàòè÷åñêîé, ñëó÷àéíîé è èíòåðâàëüíîé. 

 
 
Ðèñ. 29.2. Ìîäåëü ïîãðåøíîñòè èç-

ìåðåíèÿ 
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29.3. ЭФФЕКТИВНАЯ И ДОСТАТОЧНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ 
ОЦЕНКИ ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ åå ýôôåêòèâíîñòü. 

Îïðåäåëåíèå 4à.  Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *
e  äåòåðìèíèðîâàí-

íîé âåëè÷èíû   íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé (ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 

g G ), åñëè óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êâàäðàòà îò-

êëîíåíèÿ îöåíêè * /e g  îò âåëè÷èíû   ïî ñîâîêóïíîñòè âûáî-

ðîê çàäàííîãî îáúåìà N  íå áîëüøå, ÷åì äëÿ ëþáûõ äðóãèõ îöå-

íîê * /i g : 

2 2[( / ) ] M[( / ) ],e ig g          1, 2,... .i g G      (29.3) 

Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà * 2
( / )g       – íå äèñïåðñèÿ 

îöåíêè *

2

/ g
 . Îíà ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé ëèøü äëÿ íåñìåùåííûõ 

îöåíîê. Äëÿ ýòèõ îöåíîê óñëîâèå ýôôåêòèâíîñòè ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî â âèäå * *

2 2

/ /
,

e ig g 
    1, 2,i g G    . 

Ìåðîé ýôôåêòèâíîñòè ìîãóò ñëóæèòü ãðàíèöû îòíîñèòåëü-

íîé ýôôåêòèâíîñòè îöåíêè sl , il , îïðåäåëÿåìûå êàê ãðàíèöû 

îòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ýô-

ôåêòèâíîé îöåíêè *

e  ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ êâàäðàòà 

îòêëîíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îöåíêè * : 

* 2 * 2

* 2 * 2

M[( / ) ] M[( / ) ]
sup , inf .

M[( / ) ] M[( / ) ]
e e

s i
g Gg G

g g
l l

g g

     
 

     
 

Ãðàíèöû îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè íàõîäÿòñÿ â èíòåð-

âàëå [0,1]. Â ñëó÷àå, êîãäà îöåíêà ýôôåêòèâíà, s il l  1. 

Ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþ-
ùèõ òåîðåì. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïî âûáîðêå x

 îáúåìîì N  äëÿ êàæäîãî óñ-

ëîâèÿ g G  ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà  /X X g G 
 

 îöåíè-

âàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà  . Ïðè ýòîì ãðàíèöû îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ N-ìåðíîé óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ , ( )x gf x



 íå çàâèñÿò îò  , ýòà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àáñîëþòíî 

èíòåãðèðóåìà ïî x

, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî   è, êðîìå 
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òîãî, äëÿ óñëîâíîé ñëó÷àéíîé îöåíêè */g  ñóùåñòâóþò ïåðâûå 

äâà ìîìåíòà. Òîãäà ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 2
sz , 

2
iz  è ãðàíèöû *

2

s
 , *

2

i
  óñëîâíîé äèñïåðñèè îöåíêè *

2

/ g
  îïðå-

äåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 

*

2

0 /2 2 1sup 1 ,
g

sz gs
g G

J 
 

  
         

 

*

2

0 /2 2 1inf 1 ,
g

iz gi g G
J 

 

  
         

                (29.4) 

ãäå gJ  – èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó: 

2
2

/ , / ,

2

ln ( ) ln ( )
M M ,

x g x g

g

f X f X
J

 
                   

 
 

 

M[ ]  – îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äåéñòâóþùèé â 

äàííîì ñëó÷àå íà âåêòîð X


. 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà èçâåñòíîì íåðàâåíñòâå 

Êðàìåðà–Ðàî äëÿ ñëó÷àéíûõ îöåíîê [Ëåâèí Á.Ð., 1976, Âàí Òðèñ, 
1972, Ãîðáàíü, 2003]. Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé äëÿ 

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí */g  ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: 

2

1
*

0 /* 2 2

/
M ( ) / 1

g

gg
g J 



 
           

.     (29.5) 

Íà åãî îñíîâàíèè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (29.4). 
Èç âûðàæåíèÿ (29.4) âèäíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íóëåâîé äèñ-

ïåðñèè âåëè÷èíà 0 / g   äîëæíà áûòü ðàâíîé 1 . Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñëó÷àéíûõ îöåíîê, íåâîçìîæíî îä-
íîâðåìåííî îáåñïå÷èòü íóëåâîå ñìåùåíèå è íóëåâóþ äèñïåðñèþ. 

Äëÿ îäíîðîäíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêè 

/ , / ,
1

( ) ( )
n

N

x g x g n
n

f x f x 


 


 è 

2

/ ,

2

ln ( )
M

x g

g

f X
J N

 
   

  
. 

Âìåñòî ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè èñïîëüçóåòñÿ è äðóãîå îïðåäåëåíèå. 
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Îïðåäåëåíèå 4á. Ýôôåêòèâíîé îöåíêîé *
e  íàçûâàåòñÿ îöåíêà 

* , äëÿ êîòîðîé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îïðåäå-

ëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

 
2

2 0 /* 1M sup 1 ,
g

s g
g G

J 



                
 

   
2

2 0 /* 1M inf 1 .
g

i g
g G

J 



                
             (29.6) 

Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ (29.3) è (29.6) íå ýêâèâàëåíòíû. 
Åñëè ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (29.6) 
âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (29.3), òî ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà 
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (29.3) íå âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâàì (29.6). Åñëè íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîé îöåíêè â ñî-
îòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (29.6), òî ýòè âûðàæåíèÿ õàðàêòåðè-
çóþò íå ïîòåíöèàëüíóþ òî÷íîñòü îöåíêè, à âåðõíþþ ãðàíèöó 
òî÷íîñòè îöåíêè. 

Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

X


 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ 

âåêòîðîâ / SX g


 è / IX g


, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðûì âèðòóàëü-

íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Sg  è Ig , êîòîðûå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü, 

à ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó G . 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïî âûáîðêå x

 îáúåìîì N  äëÿ êàæäîãî óñ-

ëîâèÿ g G  ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà  /X X g G 
 

 îöåíè-

âàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà  . Ïðè ýòîì ãðàíèöû îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ N-ìåðíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö 

/ , ( )
Sx gf x




, / , ( )
Ix gf x




 íå çàâèñÿò îò  , ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 

ãðàíèö àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû ïî x

 è äâàæäû äèôôåðåíöè-

ðóåìû ïî  . Êðîìå òîãî, äëÿ ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè *  ñóùåñ-

òâóþò ïåðâûå äâà ìîìåíòà ãðàíèö. 
Òîãäà ñðåäíèå îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êâàäðàòû àáñîëþòíîé 

ïîãðåøíîñòè 2
Sz , 2

Iz  è äèñïåðñèè ãðàíèö *

2

S
 , *

2

I 
  îïðåäå-

ëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 

*

2

2 2 101 ,
S

S
Sz gS

J 


       
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*

2

2 2 101 ,
I

I
Iz gI

J 


       
                   (29.7) 

ãäå 
Sg

J , 
Ig

J  – èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó äëÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé 

è íèæíåé ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ: 

2

/ ,ln ( )
M S

S

x g

g

f X
J


    
    




, 

2

/ ,ln ( )
M I

I

x g

g

f X
J


    
    




. 

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà íåðàâåíñòâå (29.5). 
Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (29.5) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 
(29.7). 

Îïðåäåëåíèå 5. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  äåòåðìèíèðîâàííîé 

âåëè÷èíû   íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé (ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G ), 

åñëè äëÿ âñåõ g G  N-ìåðíàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé 

* 1/ Nx g
f x x

 
     âûáîðêè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  íå çàâè-

ñèò îò âåëè÷èíû  , ò. å. îöåíêà íåñåò âñþ ñîñðåäîòî÷åííóþ â 

âûáîðêå ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î  . 

Åñëè îöåíêà ýôôåêòèâíàÿ, òî îíà äîñòàòî÷íàÿ. Îáðàòíîå óò-
âåðæäåíèå íåâåðíî. 

29.4. ИНТЕРВАЛЬНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ОЦЕНКА 
ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ðàññìîòðèì ãèïåðñëó÷àéíóþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó äåòåðìèíè-
ðîâàííîé âåëè÷èíû. 

Ïóñòü äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû   ñóùåñòâóåò ãè-

ïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà * , ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîã-

ðåøíîñòè *Z      ýòîé îöåíêè îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè 

*( )SzF    , *( )IzF    , à ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö – âû-

ðàæåíèÿìè *( )Szf    , *( )Izf     (ðèñ. 29.3). 

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîãðåøíîñòü îöåíêè íå áîëüøå  , 

îïðåäåëÿåòñÿ äâîéíûì íåðàâåíñòâîì: 
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Ðèñ. 29.3. Ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïîãðåø- 

íîñòè *
=Z     

 
*( / )I SP g         , 

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà íå ìåíüøå  , – íåðàâåíñòâîì 

*( / )S IP g         , 

ãäå 

( )I Izf z dz




   , ( )S Szf z dz




   , 

( )S Szf z dz




   , ( )I Izf z dz




   . 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 

* *( / )P g          

íàõîæäåíèÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû   â äîâåðèòåëüíîì 

èíòåðâàëå * *( , / )I g        îïðåäåëÿþòñÿ äâîéíûì íåðàâåí-

ñòâîì 
* *1 ( ) ( / ) 1 ( )S I I SP g                   . 

Ïîäîáíî èíòåðâàëó * * * *[ , ]
S S I I

m k m k
   
    , ýòî íåðàâåí-

ñòâî õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè. 
 

 

 



352 

Глава 30 
 

ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ ОЦЕНКИ 
ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

 
 
 
 
 
 
 

Ðàññìîòðåíà ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ ìîäåëü èçìåðåíèÿ. Âû-

âåäåíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïîãðåøíîñòü ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè 

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îáùåì è ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷åíû ñî-

îòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü ïîãðåøíîñòü ãèïåðñëó÷àé-

íîé îöåíêè ïðè êîñâåííûõ èçìåðåíèÿõ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 

30.1. ГИПЕРСЛУЧАЙНО-ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ 
МОДЕЛЬ ИЗМЕРЕНИЯ 

Ïîä ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëüþ èçìåðåíèÿ ïîíè-
ìàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà è åå îöåíêà 
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ãèïåðñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. 

Ïóñòü ìíîæåñòâî G  îõâàòûâàåò ìíîæåñòâî âñåõ âàðèàíòîâ 
óñëîâèé ôîðìèðîâàíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è îöåíêè. Çà âðå-

ìÿ âçÿòèÿ âûáîðêè â óñëîâèÿõ g G  çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè-

÷èíû íå èçìåíÿåòñÿ. Èçìåðÿåìàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà   

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí /g , îïèñû-

âàþùèõ èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó ïðè ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ 

g G :  / g G     (ðèñ. 30.1). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà /g  ìî-

æåò ïðèíèìàòü ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé  /g . Ìíîæåñ-

òâî ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí    îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî 0 . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà * , ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåðÿåìîé ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå  , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí */g , îïèñûâàþùèõ îöåíêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

/g  â óñëîâèÿõ g G :  * * / g G    . Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû */g  îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäå- 
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Ðèñ. 30.1. Êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è åå îöåíêè 

 

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû * / ,g  , îïèñûâàþùèì îöåíêó ïðè 

êîíêðåòíîì çíà÷åíèè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû /g , è çàêîíîì 

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû /g . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 

* / ,g   ìîæåò ïðèíèìàòü ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé 

 * / ,g  . Ìíîæåñòâî ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê  *  îáðàçóåò 

ïðîñòðàíñòâî *
0 . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå ãèïåðñëó-

÷àéíîé âûáîðêè äàííûõ  /X X g G 
 

 èç ãåíåðàëüíîé ñîâî-

êóïíîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  /X X g G  , äîñòóïíîé 

äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåðåíèÿ. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (ñòàòèñòèêîé) ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè X


, 

ñëó÷àéíûå îöåíêè */g  è * / ,g   – ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî 

ñëó÷àéíûõ âûáîðîê /X g


 è / ,X g


, à êîíêðåòíàÿ îöåíêà 

* / ,g   – ôóíêöèåé êîíêðåòíîé âûáîðêè / ,x g


. 

Âåëè÷èíû  , * / ,g  , */g  è *  îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì 

îáðàçîì. 
Ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà   ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè 

õàðàêòåðèñòèêàìè (óñëîâíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ 

/ ( )gF   äëÿ âñåõ g G , óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè / ( )gf  , ãðàíè-

öàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SF   , ( )IF    è äð.), óñëîâíûìè 

ïàðàìåòðàìè (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì / gm , ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèì îòêëîíåíèåì / g  è ò. ä.) è áåçóñëîâíûìè ïàðàìåòðàìè 
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(ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö Sm  , Im  , ñðåäíåêâàäðà-

òè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿìè ãðàíèö S , I   è äð.). 

Ñëó÷àéíàÿ îöåíêà * / , g   õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè (ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ * / ,
( )

g
F
 

 , ïëîòíîñòüþ 

ðàñïðåäåëåíèÿ * / ,
( )

g
f
 

  è ïð.) è ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè: ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì * / ,g
m

 
, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì 

* / ,g 
  è ò. ä., à ñëó÷àéíàÿ îöåíêà * / g  – ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ * /
( )

g
F


 , ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì * */ / ,
M[ ]

g g
m m

  
 , ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì * / g
  è ïð., ãäå â äàííîì ñëó÷àå 

îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M[ ]  äåéñòâóåò íà ñëó÷àéíóþ 

âåëè÷èíó /g . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  îïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè (óñëîâíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ * /
( )

g
F


  

g G  , ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * ( )
S

F

 , * ( )

I
F


  è 

äð.), óñëîâíûìè ïàðàìåòðàìè (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì */g
m


, 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì * / g
  äëÿ âñåõ g G  è ò. ä.) 

è áåçóñëîâíûìè ïàðàìåòðàìè (ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè 

ãðàíèö *S
m


, *I

m


, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿìè ãðàíèö 

*S
 , *I 

  è äð.). 

Ñõåìàòè÷íî ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ ìîäåëü èçìåðå-
íèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 30.2. 

Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ èçìåðåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû   ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè êîíêðåò-

íóþ âûáîðêó / ,x g


, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíå   è 

íåèçâåñòíûì óñëîâèÿì g G , à òàêæå àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î 

ïàðàìåòðàõ è õàðàêòåðèñòèêàõ îöåíêè è èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, âû-
÷èñëèòü îöåíêó è îöåíèòü òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ. 

Îöåíêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷å÷íóþ èëè êàê èíòåð-
âàëüíóþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ïî âûáîðêå 

/ ,x g


 êîíêðåòíóþ îöåíêó * / ,g   è äëÿ íåîïðåäåëåííûõ óñëî-

âèé óêàçàòü ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíå   è ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêå * . Âî âòîðîì cëó- 
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Ðèñ. 30.2. Ãèïåðñëó÷àéíî-
ãèïåðñëó÷àéíàÿ ìîäåëü èç-

ìåðåíèÿ 
 

÷àå ñ ó÷åòîì ãèïåðñëó÷àéíûõ ñâîéñòâ ïîãðåøíîñòè íàäî ðàñ-
ñ÷èòàòü ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, íàêðûâàþùåãî èç-
ìåðÿåìóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó  . Ðàññìîòðèì îáà òèïà 
îöåíîê. 

30.2. ТОЧЕЧНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ОЦЕНКА 
ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Â ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ g  î áëèçîñòè ñëó÷àéíîé îöåíêè 

*/g  ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå /g  ìîæíî ñóäèòü ïî óñëîâíîé 

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ / ( )z gF z  ïîãðåøíîñòè */ = / /Z g g g   . 

Â êà÷åñòâå ìåòðèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîðåíü èç ñðåäíåãî 

êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 
2

*
/ M / /z g g g       

 (èëè êâàäðàò 

ýòîé âåëè÷èíû). 

Âåëè÷èíà /z g  ñâÿçàíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì /z gm  è 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì /z g  ïîãðåøíîñòè çàâèñè-

ìîñòüþ 2 2
/ / /z g z g z gm    . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíà 

/z gm  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåùåíèå îöåíêè //g gg
m m 

    â 

óñëîâèÿõ g , à äèñïåðñèÿ ïîãðåøíîñòè 2
/z g  ñâÿçàíà ñ óñëîâíûìè 

ìîìåíòàìè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è åå îöåíêè ñëåäóþùåé çàâè-
ñèìîñòüþ: 

2 2 2
/ // /

2z g gg g
R   

      , 

ãäå *
// /

M[( / )( / )]gg g
R g m g m    

      – óñëîâíûé êîâàðèà-

öèîííûé ìîìåíò îöåíêè è èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. 
Â íåîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèçóþò 

ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè  ( )SzF z , ( )IzF z , à 
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Ðèñ. 30.3. Õàðàêòåðèñòèêè 
è ïàðàìåòðû ïîãðåøíîñòè 

 
òàêæå âåëè÷èíû Sz , Iz , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîðíè èç ñðåäíèõ 

îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êâàäðàòîâ ïîãðåøíîñòè (ðèñ. 30.3): 

2 ( )Sz Szz f z dz




   , 2 ( )Iz Izz f z dz




   , 

ãäå ( )Szf z , ( )Izf z  – ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SzF z , ( )IzF z . 

Âåëè÷èíû Sz , Iz  îïðåäåëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäà-

íèÿìè Szm , Izm  ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )SzF z , ( )IzF z  è 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿìè ãðàíèö Sz , Iz : 

2 2
Sz Sz Szm    , 2 2

Iz Iz Izm    . 

Ïîãðåøíîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è 

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó âåëè÷èíà Sz  ìîæåò áûòü êàê 

áîëüøå, ìåíüøå èëè ðàâíî âåëè÷èíå Iz . 

Ïîãðåøíîñòü êîíêðåòíîãî èçìåðåíèÿ * /z       â íåèçâåñ-

òíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî îöåíèòü íåðàâåíñòâîì 

Sz Sz Iz Izm k z m k      ,                (30.1) 

à èíòåðâàë íàõîæäåíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû   ïðè íàëè÷èè 

îöåíêè * /   – íåðàâåíñòâîì 

* */ /Iz Iz Sz Szm k m k             ,     (30.2) 

ãäå k  – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (ñì. ðèñ. 30.3), îïðåäåëÿåìàÿ ñòå-
ïåíüþ äîâåðèÿ ê ðåçóëüòàòó èçìåðåíèÿ. 
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Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (30.1), 
(30.2) ó÷èòûâàåòñÿ ðàçëè÷èå äèñïåðñèé ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ, 
÷òî ñóùåñòâåííî ïðè çíà÷èòåëüíîì èõ îòëè÷èè äðóã îò äðóãà. 

Âûðàæåíèÿ (30.1), (30.2) óïðîùàþòñÿ, êîãäà óñëîâíûå ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè /Z g  äëÿ âñåõ g G  íå ïåðåñå-

êàþòñÿ è ñ âîçðàñòàíèåì óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 

ïîãðåøíîñòè /z gm  åå óñëîâíûå äèñïåðñèè 2
/z g  óâåëè÷èâàþòñÿ 

(òèï ðàñïðåäåëåíèÿ «à» â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé, ââå-
äåííîé â ïàðàãðàôå 15.4) èëè óìåíüøàþòñÿ (òèï ðàñïðåäåëåíèÿ 
«á»). Òîãäà èíòåðâàëû (30.1), (30.2) õàðàêòåðèçóþòñÿ ãðàíèöàìè 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîãðåøíîñòè izm , szm  è ãðàíèöàìè 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî åå îòêëîíåíèÿ iz , sz : 

/inf infiz z g g i
g G g G

m m
 

     , /sup supsz z g g s
g G g G

m m
 

     , 

2 2

/ // /
inf inf 2 ,iz z g gg gg G g G

R    
         

2 2
/ // /

sup sup 2 .sz z g gg g
g G g G

R    
                 (30.3) 

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà «à» íåðàâåíñòâà (30.1), (30.2) èìåþò 
ñîîòâåòñòâåííî âèä 

,i iz s szk z k         

* */ / ,s sz i izk k                      (30.4) 

à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà «á» – 

,i sz s izk z k         

* */ / .s iz i szk k                   (30.5) 

Ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 2
iz , 2

sz  îïðåäå-

ëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îöåíêè */g
m


 è èç-

ìåðÿåìîé âåëè÷èíû /gm  (ñìåùåíèåì îöåíêè g ), äèñïåðñèÿìè 

îöåíêè *

2

/g
  è èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû 2

/g , à òàêæå êîâàðèàöèîí-

íûì ìîìåíòîì * / g
R

 
 ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ g G : 
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2 2 2 2 2
/ // /

inf inf( 2 ),iz z g g gg gg G g G
R    

           

2 2 2 2 2
/ // /

sup sup( 2 ).sz z g g gg g
g G g G

R    
           

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñòðóêòóðà íåðàâåíñòâ (29.1), (30.1), 

îïèñûâàþùèõ ïîãðåøíîñòü ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äåòåðìèíèðîâàí-

íî-ãèïåðñëó÷àéíîé è ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëåé, 

îäèíàêîâà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü îõàðàêòå- 

ðèçîâàíà ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè Szm , Izm , Sz , Iz , çàäàþùèìè 

íà îñè ïîãðåøíîñòè ìåñòîïîëîæåíèå è ðàçìåðû çîíû íåîïðåäå-
ëåííîñòè. 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàç-

ëè÷àþòñÿ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ( Sz Iz z     ), 

ïîãðåøíîñòü Z  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íåîïðåäåëåííîé 0  è 

ñëó÷àéíîé V ñîñòàâëÿþùèìè. Íåîïðåäåëåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìî-

æåò áûòü îïèñàíà èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé [ , ]Sz Izm m , à ñëó÷àéíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì z . 

Ýêâèâàëåíòíûé âàðèàíò ïðåäñòàâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè â ýòîì 

ñëó÷àå – ñ ïîìîùüþ ñèñòåìàòè÷åñêîé Szm , ñëó÷àéíîé V  è èí-

òåðâàëüíîé [0, ]Iz Szm m  ñîñòàâëÿþùèõ. 

30.3. РАЗЛИЧНЫЕ МОДЕЛИ ОЦЕНКИ 

30.3.1. Аддитивная модель оценки 

Â ðÿäå ñëó÷àåâ îöåíêà *  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àääèòèâ-

íîé ìîäåëüþ, îïèñûâàåìîé ñóììîé èçìåðÿåìîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû   è ãèïåðñëó÷àéíîé ïîìåõè W . Ïðè ýòîì ñìåùåíèå g  ðàâ-

íî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ /w gm  ñëó÷àéíîé ïîìåõè /W g , 

äèñïåðñèÿ ïîãðåøíîñòè 2
/z g  – äèñïåðñèè ïîìåõè 2

/w g , ãðàíèöû 

ñìåùåíèÿ i , s  – ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèöàì ìàòåìàòè÷åñêîãî 

îæèäàíèÿ ïîìåõè iwm , swm , à ãðàíèöû äèñïåðñèè ïîãðåøíîñòè 

2
iz , 2

sz  – ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì äèñïåðñèè ïîìåõè 2
iw , 2

sw . 

Òîãäà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè òèïà «à» íåðàâåíñòâà 

(30.4) ïðèîáðåòàþò âèä 
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,iw iw sw swm k z m k       

* */ / ,sw sw iw iwm k m k              

à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òèïà «á» íåðàâåíñòâà (30.5) – 

,iw sw sw iwm k z m k       

* */ / .sw iw iw swm k m k              

Ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 

2 2 2
/ /inf( ),iz w g w g

g G
m


     2 2 2

/ /sup( )sz w g w g
g G

m


    .         (30.6) 

Èç âûðàæåíèé (30.6) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå àääèòèâíîé ìîäå-
ëè ïîìåõè ãèïåðñëó÷àéíûå îñîáåííîñòè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû 
íå âëèÿþò íà òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò 
ëèøü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ïîìåõè. Ïðè ïðå-

íåáðåæèìî ìàëîé äèñïåðñèè 2
/w g  g G   ãðàíèöû ñðåäíåãî 

êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíèöàì êâàä-

ðàòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîìåõè 2
iwm , 2

swm . 

30.3.2. Мультипликативная модель оценки 

Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå îöåíêà *  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëüþ, îïèñûâàåìîé âûðàæåíèåì *   

(1 )    . Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü / ( / )( / )Z g g g   , ãäå  , 

/g  – ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðñëó÷àéíàÿ è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíû, 

õàðàêòåðèçóþùèå ìíîæèòåëü ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîìåõè. 

Åñëè âåëè÷èíû /g , /g  íåçàâèñèìû ïðè ëþáîì g , òî ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîãðåøíîñòè /z gm  (ñìåùåíèå îöåíêè) 

ðàâíî / /g gm m  , à äèñïåðñèÿ 

2 2 2 2 2 2 2
/ / / / / / /z g g g g g g gm m             , 

ãäå / gm , 2
/ g  – ñîîòâåòñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è 

äèñïåðñèÿ ìíîæèòåëÿ / g . Ïðè ýòîì ñðåäíèé êâàäðàò ïîãðåø-

íîñòè 2 2 2 2 2
/ / / / /( )( )z g g g g gm m         , ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðà-

òà ïîãðåøíîñòè 
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2 2 2 2 2
/ / / /inf [( )( )]iz g g g g

g G

m m   


      , 

2 2 2 2 2

/ / / /sup[( )( )]sz g g g g
g G

m m   


      , 

à ïàðàìåòðû ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ, âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâà 
(30.1) è (30.2), îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè: 

Sz S Sm m m  , Iz I Im m m  , 

2 2 2 2 2 2 2
Sz S S S S S Sm m             , 2 2 2 2 2 2 2

Iz I I I I I Im m             , 

ãäå Sm  , Im   – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, à 2
S , 2

I   – äèñïåðñèè 

ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîìåõè. 
Êàê âèäíî, â äàííîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè äâóõ âåëè÷èí: ìíîæèòåëÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ïîìåõè è èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. 

30.4. Гиперслучайная оценка результатов 
косвенных измерений гиперслучайной величины 

Ïðè êîñâåííûõ èçìåðåíèÿõ çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé (âûõîäíîé) 
âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè èçìåðåíèé äðóãèõ (âõîä-
íûõ) âåëè÷èí. 

Ïóñòü âûõîäíàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà   ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé 

ôóíêöèåé M  âõîäíûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ( 1, )mY m M : 

1( ,..., )MY Y . Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà /g  ÿâëÿåòñÿ ôóí-

êöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí / ( 1, )mY g m M : 1 1/ ( / ,..., / )Mg Y g Y g  , 

à ñëó÷àéíàÿ îöåíêà * / g  – ôóíêöèåé ñëó÷àéíûõ îöåíîê 

* / ( 1, )mY g m M : * * *
1/ ( / ,..., / )Mg Y g Y g   . 

Òîãäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ 
èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è åå îöåíêè îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 
âûðàæåíèÿìè 

1
/ / /

( ,..., )
M

g y g y g
m m m   , * * *

1/ / /
( ,..., )

Mg y g y g
m m m


  , 

à ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà – âûðàæåíèÿìè 

2
/ /

1 1
m l

M M

g y y g
m l m l

R
y y


 

 
 

 
 , 
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* * *

2

* */ /
1 1

m l

M M

g y y g
m l m l

R
y y

 

 
 

 
 , 

* **/ /
1 1

m l

M M

g y y g
m l m l

R R
y y 

 

 


 
 , 

ãäå 
/my g

m , * /my g
m  – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

/mY g , * /mY g  ñîîòâåòñòâåííî; 
my




, 
*
my




 – ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 

1( ,..., )My y  ïî my  ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ 1( ,..., )My y   

1
/ /

= ( ,..., )
M

y g y g
m m  è * *

1
1 / /

( ,..., ) ( ,..., )
M

M y g y g
y y m m ; 

/m l
y y g

R , * * /m ly y g
R , 

* /m l
y y g

R  – êîâàðèàöèîííûå ìîìåíòû ñîîòâåòñòâåííî ïàð âåëè÷èí 

( / , / )m lY g Y g , * *( / , / )m lY g Y g , *( / , / )m lY g Y g . 

Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîãðåøíîñòè /z gm  ðàâíî 

ñìåùåíèþ îöåíêè //g gg
m m 

    â óñëîâèÿõ g , à äèñïåðñèÿ ïî-

ãðåøíîñòè 2
/z g  ñâÿçàíà ñ óñëîâíûìè ìîìåíòàìè èçìåðÿåìîé âåëè-

÷èíû è åå îöåíêè çàâèñèìîñòüþ * *

2 2 2
/ // /

2z g gg g
R  

      , òî 

ñðåäíèé êâàäðàò ïîãðåøíîñòè 2
/z g , ðàâíûé 2 2

/ /z g z gm   , îïèñû-

âàåòñÿ âûðàæåíèåì 

* *
1 1

2 2
/ / / / /

[ ( ,..., ) ( ,..., )]
M M

z g y g y g y g y g
m m m m       

* * ** * */ / /
1 1

2 .
m l m ml l

M M

y y g y y g y y g
m l m l m l m l

R R R
y y y y y y 

      
   

      
  

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, íåòðóäíî ðàññ÷èòàòü ãðàíèöû ñðåä-
íåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 

2 2

/inf ,iz z g
g G

    2 2

/sup .sz z g
g G

    
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Глава 31 
 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ 
ОЦЕНОК ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

 
 
 
 
 
 
Äëÿ òî÷å÷íûõ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââåäå-
íû ïîíÿòèÿ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé è äîñòà-
òî÷íîé îöåíîê. Äîêàçàíû òåîðåìû, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû âåðõíåé 
ãðàíèöû òî÷íîñòè òî÷å÷íîé îöåíêè è ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Äàíî ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå 
èçâåñòíîãî èç ïðàêòèêè ôàêòà, ÷òî òî÷íîñòü ëþáûõ ðåàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ èçìåðåíèé èìååò ïðåäåë, ïðåîäîëåòü êîòîðûé íå óäàåòñÿ 
äàæå ïðè î÷åíü áîëüøîì îáúåìå äàííûõ. 

31.1. НЕСМЕЩЕННАЯ И СОСТОЯТЕЛЬНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ 
ОЦЕНКИ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû   íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé (íåñìåùåííîé ïðè âñåõ óñëî-

âèÿõ g G ), åñëè äëÿ âñåõ g G  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 

* / g
m


 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû * / g  ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæè-

äàíèþ /gm  óñëîâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû / g , ò. å. åñëè 

0g g G    . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêà íàçûâàåòñÿ ñìåùåííîé. 

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ íåñìåùåííîé îöåíêè äëÿ 
ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè ñîãëàñîâàíî 
ñ îáùåïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì ýòîãî æå ïîíÿòèÿ äëÿ äåòåðìè-
íèðîâàííîé âåëè÷èíû è ñëó÷àéíîé îöåíêè [Ëåâèí, 1976, Âàí 
Òðèñ, 1972, Ãîðáàíü, 2003], à òàêæå äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âå-
ëè÷èíû è ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè (ñì. ïàðàãðàô 29.2). 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè îöåíêà íåñìåùåííàÿ, òî ãðàíèöû 
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è åå îöåíêè 

ñîâïàäàþò *i i
m m 

 , *s s
m m 

 . Ïðè ýòîì èç ôàêòà, ÷òî îöåíêà 

íåñìåùåííàÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö (ò. å. *S S
m m 

 , 

*I I
m m 

 ). 
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Ñîâïàäåíèå èìååò ìåñòî ëèøü â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà îáà ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí   è *  îòíî-

ñÿòñÿ ê òèïó «à» èëè «á» ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ïàðàãðà-
ôà 15.4. Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðè íåñìåùåííîé îöåíêå ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðàâíû íó-

ëþ: 0Sz Izm m  . 

Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé ñìå-

ùåííîé îöåíêè – ñìåùåííîé íà ôèêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó 0  

g G  . Òîãäà ãðàíèöû ñìåùåíèÿ 0i s     . 

Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû  è ñëó÷àéíîé îöåíêè *  

ñîñòîÿòåëüíîé, êàê èçâåñòíî, íàçûâàåòñÿ îöåíêà, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âåëè÷èíå  [Ëåâèí, 1976, Âàí Òðèñ, 
1972, Ãîðáàíü, 2003]. 

Îïðåäåëåíèå ñîñòîÿòåëüíîé ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè * /   

äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû  äàíî â ïàðàãðàôå 29.2. 

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû   íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè äëÿ âñåõ óñëîâèé g G  

îíà ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ýòîé âåëè÷èíå: 

 *lim / / 0
N

P g g


       g G  , 

ãäå N – îáúåì âûáîðêè äëÿ êàæäûõ óñëîâèé g . 

Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ áîëåå ñëàáàÿ, ÷åì ñõîäèìîñòü 
ïî âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ãè-

ïåðñëó÷àéíîé îöåíêè *  ê ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå   ÿâëÿåò-

ñÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ * /
( )

g
F


  ê ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ / ( )gF  . 

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿ-

òåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  , îïðåäåëÿå-

ìàÿ ïðè ïîñòîÿííûõ è åäèíñòâåííûõ óñëîâèÿõ íàáëþäåíèÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

*lim { } 0
N

P


      . 

Ñìûñë ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷åí. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âîçðàñòàþùåì îáúåìå âûáîðêè N  ñëó÷àé-

íûå ïîãðåøíîñòè *=Z     ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, îïèñûâàåìóþ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )zNF z , 
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çàâèñÿùåé îò âåëè÷èíû N . Ïðè óñòðåìëåíèè N  ê áåñêîíå÷-
íîñòè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )zNF z  ïðèáëèæàåòñÿ ê ôóíêöèè 

åäèíè÷íîãî ñêà÷êà ( )zF z  â òî÷êå 0 . 

Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîõðàíÿþùàÿ ãè-
ïåðñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïðè N   , òàê æå, êàê è ãèïåðñëó÷àé-
íàÿ îöåíêà äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû, íåñîñòîÿòåëüíà. 

Â ñëó÷àå ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äåëî 

îáñòîèò íåñêîëüêî èíà÷å. Åñëè ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû   ñîõðàíÿåò ïðè N    ãèïåðñëó÷àé-
íûé õàðàêòåð, òî òåîðåòè÷åñêè îöåíêà ìîæåò áûòü êàê ñîñòîÿ-   
òåëüíîé, òàê è íåñîñòîÿòåëüíîé. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñîñòîÿ-
òåëüíîñòè îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîå èçìåíåíèå èçìåðÿå-
ìîé âåëè÷èíû è îöåíêè ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé, ÷òî ïðàêòè÷åñ-
êè íåðåàëüíî. 

Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ àäåêâàòíîñòü îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöå-
äóð èçìåðåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè, ñëå-
äóåò ïðèçíàòü, ÷òî âñå ðåàëüíûå îöåíêè íåñîñòîÿòåëüíû, ò. å. ÿâ-
ëÿþòñÿ îöåíêàìè ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà. 

Îòñþäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíûé âûâîä: äîñòè÷ü áåñêîíå÷íî 
âûñîêîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ðåàëüíûõ âåëè÷èí ïðèíöèïèàëüíî 
íåëüçÿ íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ, äàæå ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì îáúåìå 
äàííûõ. Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî ñëóæàò ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì, äî-
êàçàííûõ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. 

Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî òàê æå, 
êàê è â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëè èçìå-
ðåíèÿ, êîãäà ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðàç-
ëè÷àþòñÿ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè (ñì. ïàðàãðàô 
29.2), ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû íåîï-
ðåäåëåííîé è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùèõ, îïèñûâàåìûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî èíòåðâàëüíîé è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíàìè. 

31.2. ЭФФЕКТИВНАЯ И ДОСТАТОЧНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫЕ 
ОЦЕНКИ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Îïðåäåëåíèå 3à. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *
e  ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû   íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé (ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G ), 

åñëè äëÿ âñåõ g G  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíå-

íèÿ îöåíêè * /e g  îò âåëè÷èíû / g  ïî ñîâîêóïíîñòè âûáîðîê 
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çàäàííîãî îáúåìà N  (ò. å. ñðåäíèé êâàäðàò ïîãðåøíîñòè 2
/z g ) 

íå áîëüøå, ÷åì äëÿ ëþáûõ äðóãèõ îöåíîê * /i g : 

2 2
/ / , 1,2,...,

e iz g z g i g G      ,              (31.1) 

ãäå 
2 2

/ M[( / / ) ]
ez g e g g     , 2 2

/ M[( / / ) ]
iz g i g g     . 

Êàê è äëÿ äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëè èçìå-
ðåíèÿ, ìåðîé ýôôåêòèâíîñòè ìîãóò ñëóæèòü ãðàíèöû îòíîñè-    
òåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè îöåíêè il , sl , îïðåäåëÿåìûå â äàííîì 

ñëó÷àå êàê ãðàíèöû îòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàä-

ðàòà îòêëîíåíèÿ îò /g  ýôôåêòèâíîé îöåíêè * /e g  ê ìàòåìà-

òè÷åñêîìó îæèäàíèþ êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ îò / g  ðàññìàòðè-

âàåìîé îöåíêè * / g : 

2

* 2

M[( / / ) ]
inf ,

M[( / / ) ]

e
i

g G

g g
l

g g





  


  
 

2

* 2

M[( / / ) ]
sup .

M[( / / ) ]

e
s

g G

g g
l

g g





  


  
 

Ãðàíèöû îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè íàõîäÿòñÿ â èíòåð-
âàëå [0,1]. Êîãäà îöåíêà ýôôåêòèâíà, 1i sl l  . 

Ãðàíèöû òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè 
òåîðåìàìè. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïî ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêå  /X X g G 
 

 

îáúåìîì N  äëÿ êàæäûõ óñëîâèé g G  îöåíèâàåòñÿ ãèïåðñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà  , îïèñûâàåìàÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-

íîñòåé / ( )gf  . Ïðè ýòîì ( 1N  )-ìåðíàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü 

ðàñïðåäåëåíèÿ , / ( , )x gf x 


 äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî  , ïðî-

èçâîäíûå 
, / ( , )x gf x 






 è 

2
, /

2

( , )x gf x 






 àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû 

ïî x

 è  , à 

*
, /lim ( ) ( , ) 0x gf x dx






     
 

. 

Òîãäà ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 
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2 1 2 1inf , sup ,iz g sz g
g G g G

J J 

 
                       (31.2) 

ãäå gJ  – óñëîâíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó, îïðåäåëÿåìàÿ âûðà-

æåíèåì 

2
2

, / , /

2

ln ( , ) ln ( , )
M M

x g x g

g

f X f X
J

 
             
        

 
 

. 

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà èçâåñòíîì íåðà-
âåíñòâå Êðàìåðà–Ðàî äëÿ ñëó÷àéíûõ îöåíîê [Ëåâèí, 1976, Âàí 
Òðèñ, 1972, Ãîðáàíü, 2003]. 

Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèé ñïðàâåäëèâû 

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: 2 1
/z g gJ g G    . Îòñþäà ñëåäóþò íå-

ðàâåíñòâà (31.2). 
Äëÿ îäíîðîäíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêè 

, / / / ,
1

( , ) ( ) ( )
N

x g g x g n
n

f x f f x  


   


, 

2
/ / ,

2

[ln ( ) ln ( )]
M

g x g

g

f N f X
J

 
    

        
. 

Åñëè ýëåìåíòû âûáîðêè /nX g  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àääèòèâ-

íóþ ñìåñü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû / g  ñ äèñïåðñèåé 2
/ g  è íåçà-

âèñèìîé ñëó÷àéíîé îäíîðîäíîé ïîìåõè /V g  ñ äèñïåðñèåé 

2
/v g , òî ïðè ãàóññîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èí / g  è /nX g  

óñëîâíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó 
2 2

/ /

1
g

g v g

N
J



 
 

. Òîãäà ïðè 

N    èç âûðàæåíèé (31.2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà 2 0iz  , 2 0sz  . 

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæåò ñëîæèòüñÿ ìíåíèå, ÷òî 
âûâîä ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, êàñàþùèéñÿ ïðåäåëà òî÷íîñòè 
èçìåðåíèÿ, íåâåðåí, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ìîæåò áûòü íåîãðà-
íè÷åííî âûñîêîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê. 

Áîëåå òî÷íûå ãðàíèöû òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå 
äâóìÿ ñëåäóþùèìè òåîðåìàìè, âíîñÿò íåîáõîäèìóþ ÿñíîñòü â 
ýòîò âîïðîñ. 
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïî ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêå  /X X g G 
 

 

îáúåìîì N  äëÿ êàæäîûõ óñëîâèé g G  îöåíèâàåòñÿ ãèïåðñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà  , îïèñûâàåìàÿ óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ / ( )gf  . Ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ N-ìåðíîé óñ-

ëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ / , ( )x gf x



 íå çàâèñÿò îò  , ýòà 

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà ïî x

 è äâàæ-

äû äèôôåðåíöèðóåìà ïî  . Êðîìå òîãî, äëÿ óñëîâíîé ñëó÷àéíîé 

îöåíêè * / ,g   ñóùåñòâóþò äâà ïåðâûõ ìîìåíòà. Òîãäà ãðàíèöû 

2

i 
 , 2

s 
  ñðåäíåé äèñïåðñèè 2 2

/ / ,
M[ ]

g g   
    äèñïåðñèè 2

/ ,g 
  

îöåíêè * / ,g   îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 

2

/2 1inf M 1 ( ) ,
g

gi g G
J

 
 

  
        

 

2

/2 1supM 1 ( ) ,
g

gs
g G

J
 

 

  
        

                (31.3) 

à ãðàíèöû ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè – íåðàâåíñòâàìè 

2

/2 2 1
/inf M 1 ( ) ,

g

iz g g
g G

J
 



             
 

2

/2 2 1
/supM 1 ( ) ,

g

sz g g
g G

J
 




             
          (31.4) 

ãäå */ / ,
( / )g g
m g  

     – ñìåùåíèå îöåíêè * / , g   â óñëîâèÿõ 

g  îòíîñèòåëüíî / g ; ( )gJ   – èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó äëÿ ñëó-

÷àéíîé îöåíêè * / , g  : 

2
2

/ , / ,

2

ln ( ) ln ( )
( ) M M

x g x g

g

f X f X
J

 
                    

 
 

. 
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà íåðàâåíñòâå Êðàìåðà–
Ðàî äëÿ ñëó÷àéíîé îöåíêè äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû. 

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû * / , g   ïðè ôèêñèðîâàííûõ âåëè÷è-

íàõ  , g  è âûïîëíåíèè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèé ñïðàâåäëèâû 

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè 2

/ ,g 
  è ñðåäíåãî êâàäðàòà 

ïîãðåøíîñòè 2 2
/ , M[( / , / ) ]z g g g
       [Âàí Òðèñ, 1972]: 

2

/2 1

/ ,
1 ( )

g

gg
J

 
 

 
     

, 2 2 2
/ , / / ,z g g g   

     . 

Òîãäà äëÿ ñðåäíåé äèñïåðñèè 2

/ g
  è ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåø-

íîñòè 2 2
/ / ,M[ ]z g z g    èìååì 

2

/2 1

/
M 1 ( ) ,

g

gg
J

 


  
        

 

2

/2 2 1
/ /M 1 ( ) .

g

z g g gJ
 



  
          

            (31.5) 

Èç íåðàâåíñòâ (31.5) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (31.3) è (31.4). 
Èç âûðàæåíèé (31.3) âèäíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íóëåâîé 

ñðåäíåé äèñïåðñèè âåëè÷èíà / g   äëÿ âñåõ / g  äîëæíà 

áûòü ðàâíîé 1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî 
îáåñïå÷èòü íóëåâîå ñðåäíåå ñìåùåíèå è íóëåâóþ ñðåäíþþ äèñ-
ïåðñèþ îöåíêè. 

Äëÿ îäíîðîäíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêè 

2
/ ,

2

ln ( )
( ) M

x g

g

f X
J N

 
    

  
. 

Òîãäà ïðè N    ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 

2 2
/inf M[ ]iz g

g G


   , 2 2
/supM[ ]sz g

g G



   . 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ãðà-
íèöàìè ñðåäíåãî êâàäðàòà ñìåùåíèÿ, à áåñêîíå÷íî âûñîêàÿ òî÷-
íîñòü èçìåðåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîì îáúå-
ìå âûáîðêè è îòñóòñòâèè ñìåùåíèÿ äëÿ âñåõ   è óñëîâèé g G . 
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Ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷è-
íû è îöåíêè, êàê ïðàâèëî, èçìåíÿþòñÿ àñèíõðîííî. Ïîýòîìó 
ïðàêòè÷åñêè íåðåàëüíî, ÷òîáû îáåñïå÷èâàëîñü îòñóòñòâèå ñìå-
ùåíèÿ äëÿ âñåõ óñëîâèé, à, ñëåäîâàòåëüíî, è áåñêîíå÷íî âûñîêàÿ 
òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ. 

Âìåñòî ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé îöåí-
êè èñïîëüçóþò òàêæå äðóãîå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà íåðà-
âåíñòâàõ (31.4). 

Îïðåäåëåíèå 3á. Ýôôåêòèâíîé ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêîé *
e  íà-

çûâàåòñÿ îöåíêà *  çàäàííîãî îáúåìà N, äëÿ êîòîðîé ãðàíèöû 

ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè 

2

/2 2 1
/inf M 1 ( ) ,

g

iz g g
g G

J
 



             
 

2

/2 2 1
/supM 1 ( ) .

g

sz g g
g G

J
 




             
            (31.6) 

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ (31.1) è (31.6) íå 
ýêâèâàëåíòíû. 

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïî ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîðêå  /X X g G 
 

 

îáúåìîì N  äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ g G  îöåíèâàåòñÿ ãèïåðñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà  , îïèñûâàåìàÿ óñëîâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ / ( )gf  . Ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ N-ìåðíûõ 

ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö / , ( )
Sx gf x




, / , ( )
Ix gf x




 íå çàâè-

ñÿò îò  , ýòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû 

ïî x

 è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû ïî  . Êðîìå òîãî, äëÿ ñëó-

÷àéíîé îöåíêè * / , g   ñóùåñòâóþò äâà ïåðâûõ ìîìåíòà. Òîãäà 

ñðåäíèå äèñïåðñèè ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè 2

S 
   

2

/ ,
M[ ]

Sg
 

  , 2 2

/ ,
M[ ]

II g   
    îïèñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè 

2

/2 1M 1 ( ) ,S

S

g

gS
J

 


  
     

   
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2

/2 1M 1 ( ) ,I

I

g

gI
J

 


  
     

   
                (31.7) 

à ñðåäíèå îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êâàäðàòû ïîãðåøíîñòè 2
Sz  è 2

Iz  – 

íåðàâåíñòâàìè 
2

/2 2 1
/M 1 ( ) ,S

S S

g

Sz g gJ
 



  
       

   
 

2

/2 2 1
/M 1 ( ) ,I

I I

g

Iz g gJ
 



  
       

   
             (31.8) 

ãäå / Sg , / Ig  – ñìåùåíèÿ îöåíêè äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðà-

íèö ðàñïðåäåëåíèÿ; ( )
Sg

J  , ( )
Ig

J   – èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó 

äëÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ: 

2

/ ,ln ( )
( ) M S

S

x g

g

f X
J


     
    




, 

2

/ ,ln ( )
( ) M I

I

x g

g

f X
J


     
    




. 

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2. Ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âûáîð-

êè X


 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íûõ âåêòîðîâ / SX g


, / IX g


, ñîîòâåòñòâóþùèõ âèðòóàëüíûì óñ-

ëîâèÿì Sg , Ig , êîòîðûå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü, à ìîãóò è íå ïðè-

íàäëåæàòü ìíîæåñòâó G . Íåðàâåíñòâà (31.7), (31.8) ñëåäóþò èç 
íåðàâåíñòâ (31.5). 

Äëÿ îäíîðîäíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêè îáúåìîì N  

2

/ ,ln ( )
( ) M S

S

x g

g

f X
J N


  
    

   
, 

2

/ ,ln ( )
( ) M I

I

x g

g

f X
J N


  
    

   
. 
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Òîãäà ñðåäíèå îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êâàäðàòû ïîãðåøíîñòè 2
Sz  

è 2
Iz  ïðè N    ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê 2

/M[ ]
Sg  è 

2

/M[ ]
Ig . 

Äëÿ íåâûðîæäåííîé ãèïåðñëó÷àéíîé îöåíêè * /   ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà * */ , / ,S Ig g
m m

   
 , / /S Ig g    . Ñ ó÷åòîì ýòîãî 

2 2

/ /max M[ ], M[ ] 0
S Ig g      . Òîãäà ïðè N    ìàêñèìàëüíûé 

ñðåäíèé îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êâàäðàò ïîãðåøíîñòè áîëüøå íó-
ëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû îãðàíè÷åíà. 

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 2, 3 òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàþò èç-
âåñòíûé èç ïðàêòèêè ôàêò, ÷òî òî÷íîñòü ëþáûõ ðåàëüíûõ ôèçè-
÷åñêèõ èçìåðåíèé èìååò ïðåäåë, ïðåîäîëåòü êîòîðûé íå óäàåòñÿ 
äàæå ïðè î÷åíü áîëüøîì îáúåìå äàííûõ. 

Îïðåäåëåíèå 4. Ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà *  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû   íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé (ïðè âñåõ óñëîâèÿõ g G ), åñëè 

äëÿ âñåõ g G  N-ìåðíàÿ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé 

* 1/ Nx g
f x x

 
     âûáîðêè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  íå çàâè-

ñèò îò âåëè÷èíû  , ò. å. îöåíêà íåñåò âñþ ñîñðåäîòî÷åííóþ â 
âûáîðêå ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î  . 

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ èçâåñòíûì îïðåäåëåíèåì ñëó-
÷àéíîé äîñòàòî÷íîé îöåíêè è ãèïåðñëó÷àéíîé äîñòàòî÷íîé 
îöåíêè äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû. 

Åñëè ãèïåðñëó÷àéíàÿ îöåíêà ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, òî îíà äîñòàòî÷íàÿ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå 
íåâåðíî. 

31.3. ИНТЕРВАЛЬНАЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНАЯ ОЦЕНКА 
ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëüíóþ ãèïåðñëó÷àéíóþ îöåíêó ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë 1 2[ , ]z z , õàðàêòåðèçóþùèé 

âåëè÷èíó ãèïåðñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè Z , è ïðåäïîëàãàåìûé 

èíòåðâàë * *
2 1/ , / / ,g z g g z          íàõîæäåíèÿ èçìåðÿåìîé 

âåëè÷èíû /g  ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû, èñõîäÿ èç ãðàíèö äîâåðè-

òåëüíîé âåðîÿòíîñòè. 
Ïóñòü 
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1

( )
z

S Szf z dz


   , 
1

( )
z

I Izf z dz


   , 

2

( )S Sz

z

f z dz


   , 

2

( )I Iz

z

f z dz


   . 

Òîãäà 1( / )I SP Z z g     , 2( / )S IP Z z g     . Îòñþäà 

1 2( / )i sP z Z z g      , èëè 

* *
2 1( / )i sP z z g           , 

ãäå ,i  s  – ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè: 

1 ( )i S I      , 1 ( )s I S      .           (31.9) 

Ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïîãðåøíîñ-

òè ( )SzF z , ( )IzF z  ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ,i  s  îï-

ðåäåëÿþò ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà 1z , 2z . 

Äëÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ñ ïàðàìåòðàìè 
( , )Sz Szm  , ( , )Iz Izm   ðàñ÷åò ãðàíèö äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñîñ-

òîèò â ñëåäóþùåì. 
Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî 

1 Sz
S

Sz

z m 
      

, 1 Iz
I

Iz

z m 
      

, 

21 Sz
S

Sz

z m 
       

, 21 Iz
I

Iz

z m 
       

, 

ãäå ( )x  – ôóíêöèÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Òîãäà èç âû-
ðàæåíèÿ (31.9) èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé 

2 1

2 1

,

.

Iz Sz
i

Iz Sz

Sz Iz
s

Sz Iz

z m z m

z m z m

     
                


                   

 

Èñêîìûå ãðàíèöû 1z , 2z  ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû. 
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31.4. КРИТИЧЕСКИЙ ОБЪЕМ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ 
ВЫБОРКИ 

Îáúåì âûáîðêè èìååò ñìûñë óâåëè÷èâàòü äî òåõ ïîð, ïîêà 
ýòî ïðèâîäèò ê îùóòèìîìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ. 
Äëÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ îöåíîê ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêèé îáúåì âû-
áîðêè, âûøå êîòîðîãî óâåëè÷èâàòü îáúåì îáðàáàòûâàåìûõ äàí-
íûõ íåöåëåñîîáðàçíî. Â ýòîì îòíîøåíèè ãèïåðñëó÷àéíûå îöåí-
êè âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî èíòåðâàëüíûì îöåíêàì [Îðëîâ, 2002]. 

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà  , 

îöåíêà *  è âûáîðêà X


 – ãèïåðñëó÷àéíû. Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà 

/ { / , 1, }nX g X g n N 


, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâèÿì g G , ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé àääèòèâíóþ ñìåñü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû / g  ñ 

äèñïåðñèåé 2
/ g  è ñëó÷àéíîé îäíîðîäíîé ïîìåõè, îïèñûâàåìîé 

âåêòîðîì /V g


, êîìïîíåíòû êîòîðîãî íåçàâèñèìû è èìåþò ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ /v gm  è äèñïåðñèè 2
/v g . Ïîìåõà íå çàâèñèò 

îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû è äèñïåðñèÿ ïîìåõè ëåæèò â äèàïàçîíå 

( 2
iv , 2

sv ). Ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ èçìåíÿþòñÿ íàñòîëüêî ìåäëåí-

íî, ÷òî óñëîâèÿ ôîðìèðîâàíèÿ âûáîðêè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñ-
êè ïîñòîÿííûìè. 

Íåîáõîäèìî îöåíèòü èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó / g  â íåèçâåñ-

òíûõ óñëîâèÿõ g G  è òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ. 

Èìåÿ N  ïîäðÿä èäóùèõ îòñ÷åòîâ / ,nx g , ìîæíî ñôîðìèðîâàòü 

äëÿ íåèçâåñòíûõ óñëîâèé g G  îöåíêó * / , g  
1

1
/ ,

N

n
n

x g
N 

 . 

Ñðåäíèé êâàäðàò ïîãðåøíîñòè 

2

/2 2
/ /

v g

z g v gm
N


   . Ýòó âåëè-

÷èíó ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì: 

2 2
2 2 2

/| | | |iv sv
i z g s

N N

 
       ,                (31.10) 

ãäå 2 2
/| | infi v g

g G
m


  , 2 2

/| | sups v g
g G

m


   – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû 

êâàäðàòà ìîäóëÿ ñìåùåíèÿ îöåíêè. 

Ïðè N    èìååì 2 2 2
/| | | |i z g s     . 
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Ïîëàãàÿ, ÷òî êðèòè÷åñêîìó îáúåìó âûáîðêè 0N  ñîîòâåòñòâó-

åò äåñÿòèêðàòíîå ïðåâûøåíèå âåðõíåé ãðàíèöû ìîäóëÿ ñìåùå-

íèÿ 2| |s  íàä äèñïåðñèåé îöåíêè 2

sv , íàéäåì 
2

0 2

10

| |

sv

s

N





. 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì âåðõíåé ãðàíèöû ìîäóëÿ 
ñìåùåíèÿ è ñ óâåëè÷åíèåì âåðõíåé ãðàíèöû äèñïåðñèè ïîìåõè 

2
sv  âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî îáúåìà âûáîðêè âîçðàñòàåò. Åñëè 

âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìîäóëÿ ñìåùåíèÿ ñîïîñòàâèìà ñ âåðõíåé ãðàíè-
öåé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ïîìåõè, òî êðèòè÷åñêèé 

îáúåì âûáîðêè 0N  ñîñòàâëÿåò âñåãî äåñÿòü îòñ÷åòîâ. 

Îïèñàííûå ìåòîäû ïðèìåíèìû äëÿ ðàñ÷åòà ïîãðåøíîñòåé 
èçìåðåíèÿ ðàçëè÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ, ñëó÷àéíûõ è ãèïåð-
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ â íåîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. 
Îíè äàþò áîëåå îáúåêòèâíóþ èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîì ÿâ-
ëåíèè, ÷åì òðàäèöèîííûå ìåòîäû, ïðåäïîëàãàþùèå îïðåäåëåí-
íûé, íàïðèìåð ðàâíîìåðíûé, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ óñëîâèé èëè 
âîîáùå èãíîðèðóþùèå ôàêò èçìåíåíèÿ óñëîâèé. 

*   *   * 

Ðàññìîòðåííûå â ãëàâàõ 29–31 ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè èçìå-
ðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîñòðîåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âû-

áîðêà X


, îöåíêà * , à â ãëàâàõ 30, 31 – è èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà 

  àäåêâàòíî îïèñûâàþòñÿ ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè ÷àñòíîãî 

âèäà, ïðåäñòàâëÿåìûìè ìíîæåñòâàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â îäè-

íàêîâûõ óñëîâèÿõ, ò. å.  /X X g G 
 

,  * * / g G     è 

 / g G    . 

Áîëåå îáùèå ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè èçìåðåíèÿ ó÷èòûâàþò 
âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ óñëîâèé â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ âû-
áîðêè. Ïðè ýòîì âûáîðêà, îöåíêà è èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà îïè-
ñûâàþòñÿ ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè îáùåãî âèäà, ïðåäñòàâëÿå-
ìûìè ìíîæåñòâàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â èçìåíÿþùèõñÿ óñëî-

âèÿõ, ò. å.  /X X g G 
  

,  * * / g G   


 è  / g G   


. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé îáùåãî âèäà âî 
âñåõ âûðàæåíèÿõ ãëàâ 29–31, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷è-

íà g , ñëåäóåò ïîñòàâèòü âåêòîð g

, à òàì, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ìíî-

æåñòâî G , – ìíîæåñòâî G

. 
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Ïåðåõîä ê áîëåå îáùèì ãèïåðñëó÷àéíûì ìîäåëÿì íå ïðèâ-
íîñèò íè÷åãî íîâîãî, ïîñêîëüêó, ïî ñóòè, ïðîñòî îäíî îáîçíà÷å-
íèå çàìåíÿåòñÿ íà äðóãîå. 

Ïîäâîäÿ èòîã èçëîæåííîìó â ãëàâàõ 29–31, ïîñâÿùåííûì 
ãèïåðñëó÷àéíûì ìîäåëÿì èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñëå-
äóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå: 

 íåâîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ íà ïðàêòèêå áåñêîíå÷íî âûñî-
êîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé äàæå ïðè íåîãðàíè÷åííîì îáúåìå äàí-
íûõ îáóñëîâëåíî èçìåíåíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ óñëîâèé, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ðåàëüíûå îöåíêè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îêàçûâàþòñÿ 
ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûìè (íåñîñòîÿòåëüíûìè); 

 íåñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ó÷èòûâàåòñÿ â ãèïåðñëó÷àéíûõ 
ìîäåëÿõ èçìåðåíèÿ. Ïîýòîìó ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè áîëåå àäåê-
âàòíî, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíàÿ ìîäåëü, 
îïèñûâàþò ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ; 

 â îáùåì ñëó÷àå ãèïåðñëó÷àéíóþ ïîãðåøíîñòü íåëüçÿ ðàçëî-
æèòü íà ñèñòåìàòè÷åñêóþ è ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Â ÷àñòíîì 
ñëó÷àå (ñîâïàäåíèÿ ôîðìû ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîã-
ðåøíîñòè) ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé òðåõ 
ñîñòàâëÿþùèõ: ñèñòåìàòè÷åñêîé, èíòåðâàëüíîé è ñëó÷àéíîé. 
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Глава 32 
 

ЭНТРОПИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
ПРИ НАРУШЕНИИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 

 УСТОЙЧИВОСТИ  

 
 
 
 

 
Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ýí-
òðîïèè. Ïîíÿòèå øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
ðàñïðîñòðàíåíî íà íåîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, íå èìåþùèå âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè ãèïåðñëó÷àéíîé è èíòåð-
âàëüíîé âåëè÷èí. 

32.1. ПОНЯТИЕ ЭНТРОПИИ 

Â ôèçèêå, ìàòåìàòèêå, èíôîðìàòèêå, êèáåðíåòèêå, òåëåêîì-
ìóíèêàöèè, ñâÿçè è äðóãèõ ðàçäåëàõ íàóêè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ 
ïîíÿòèå ýíòðîïèè. Ýòî – îäíî èç áàçîâûõ ïîíÿòèé, ñ ïîìîùüþ 
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ äðóãèå ïîíÿòèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå 
êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè. 

Êàê íè ñòðàííî, äàæå â ðàìêàõ îäíîé è òîé æå äèñöèïëèíû 
ýíòðîïèÿ, çà÷àñòóþ, òðàêòóåòñÿ ïî-ðàçíîìó. 

Ñ ãðå÷åñêîãî ÿçûêà ýíòðîïèÿ ïåðåâîäèòñÿ êàê ïîâîðîò, ïðåâ-
ðàùåíèå. Âïåðâûå ýòîò òåðìèí áûë ââåäåí â òåðìîäèíàìèêó 
Ð.Þ. Êëàóçèóñîì äëÿ õàðàêòåðèñòèêè íåîáðàòèìî ðàññåèâàåìîé 
÷àñòè ýíåðãèè [Clausius, 1865]. Â òåïëîôèçèêå ïîä ýíòðîïèåé ïîä-

ðàçóìåâàþò [ßâîðñêèé, Äåòëàô, 1968] ôóíêöèþ S  ñîñòîÿíèÿ ñèñ-

òåìû, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé â ýëåìåíòàðíîì îáðàòèìîì ïðîöåññå 

ðàâåí îòíîøåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëîãî êîëè÷åñòâà òåïëîòû Q , ñî-

îáùåííîãî ñèñòåìå, ê åå àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðå T : /dS Q T  . 

Ýíòðîïèÿ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû 
è îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïàðàìåòðàìè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. 

Ë.Ý. Áîëüöìàí, ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî ìèêðîñîñòîÿíèé ñèñòåìû, 

ââåë ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè (1872) lnS k   [Boltz-

mann, 1872], ãäå k  – êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (Ìàêñîì 

Ïëàíêîì ýòîò êîýôôèöèåíò íàçâàí ïîñòîÿííîé Áîëüöìàíà, k = 
231,38 10   Äæ/Ê),   – ÷èñëî âîçìîæíûõ ìèêðîñîñòîÿíèé (ñïî- 
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ñîáîâ), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü äàííîå ìàêðîñêîïè-
÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, îòîæäåñòâëÿåìîå ñ ÷èñëîì ìèêðîñîñ-
òîÿíèé ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ìèêðîñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ðîÿòíû. 

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè òåðìîäèíàìèêè Ä.Â. Ãèááñ 
[Gibbs, 1902] ðàññìàòðèâàë ýíòðîïèþ êàê âåëè÷èíó 

( , ) ln ( , )S k f p q f p q dpdq  ,                   (32.1) 

ãäå k  – ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, ( , )f p q  – ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îáîáùåííûõ êîîðäèíàò p  è èìïóëüñîâ q  â 

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè îïûòà ñ N  
âîçìîæíûìè èñõîäàìè Ð.Â.Ë. Õàðòëè [Õàðòëè, 1969] ïðåäëîæèë 

(1928) èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó 2log N . 

Äëÿ íåçàâèñèìîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ X  ñ N  âîçìîæíûìè 

ñîñòîÿíèÿìè, îïèñûâàåìûìè âåðîÿòíîñòÿìè np  ( 1, )n N , 

Ê.Ý. Øåííîí îïðåäåëèë (1948) èíôîðìàöèîííóþ ýíòðîïèþ (ñðåäíþþ 
ýíòðîïèþ) ñëåäóþùèì îáðàçîì [Shannon, 1948, Øåííîí, 1963]: 

 2 2
1

log M log
N

x n n n
n

H p p p


    .               (32.2) 

Ýíòðîïèÿ, îïèñûâàåìàÿ âûðàæåíèåì (32.2), ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 

íà èíòåðâàëå 2[0, log ]N . Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò 

ñëó÷àþ, êîãäà âåðîÿòíîñòü îäíîãî èç ñîñòîÿíèé ðàâíà åäèíèöå, à 
îñòàëüíûõ – íóëþ, ìàêñèìàëüíîå æå çíà÷åíèå – ðàâíîìåðíîìó 

ðàñïðåäåëåíèþ, êîãäà äëÿ âñåõ 1,n N  âåðîÿòíîñòè 1np N . 

Ð.Ã. ÌàêÀðòóð [MacArthur, 1955] èñïîëüçîâàë ñòàòèñòè÷åñêèé 
àíàëîã ôîðìóëû Øåííîíà êàê ìåðó áèîëîãè÷åñêîãî ðàçíîîáðà-
çèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ: 

1

ln
I

i i
x

i

N N
H

N N

  ,                           (32.3) 

ãäå iN  – ÷èñëåííîñòü i-é ïîïóëÿöèè â ñîîáùåñòâå èç I  âèäîâ, 

1

I

i
i

N N


   – ñóììàðíàÿ ÷èñëåííîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåé. 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ïðîöåññîâ íà âûõî-
äå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ Ê-ýíòðîïèÿ (ýíòðîïèÿ 
Êîëìîãîðîâà–Ñèíàÿ èëè ýíòðîïèÿ Êðûëîâà–Êîëìîãîðîâà):  



Глава 32. Энтропия неопределенности при нарушении статистиче-
ской …  
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 
(0) 0

ln ( ) / (0)
lim

d
t

d t d
h

t


 , 

ãäå (0)d  – ðàññòîÿíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ 

áëèçëåæàùèìè òî÷êàìè 1(0)x , 2(0)x  â ïåðâîíà÷àëüíûé ìîìåíò 

âðåìåíè t  = 0; ( )d t  – ðàññòîÿíèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè 1( )x t , 

2( )x t , ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè 1(0)x , 2(0)x : 1 2( ) ( ) ( )d t x t x t  . 

Èçâåñòíû è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ýíòðîïèè. 
Â èíôîðìàòèêå, òåëåêîììóíèêàöèè è ñâÿçè ïðè îïèñàíèè 

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, îáû÷-
íî èñïîëüçóþò øåííîíîâñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè (32.2). Äëÿ 

îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ 

ðàñïðåäåëåíèÿ ( )f x  èñïîëüçóåòñÿ ýíòðîïèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ 

áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê [Êîðí, Êîðí, 1977] 

 2 2( ) log ( ) M log ( )xH f x f x dx f X




              (32.4) 

(äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ), èëè äëÿ íåîáÿçàòåëüíî áåçðàçìåð-
íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êàê [Ïóãà÷åâ, 1962] 

   2 2( ) log ( ) M log ( )x x xH f x l f x dx l f X




       ,       (32.5) 

ãäå xl  – ðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ( 0)xl  , îïðåäåëÿþùèé ïîëî-

æåíèå íóëÿ íà øêàëå ýíòðîïèè. 
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (32.5) îïèñûâàåò ýíòðîïèþ íå òîëüêî 

íåïðåðûâíûõ, íî è äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ ñî-
áûòèé). Äëÿ ïåðåõîäà ê âûðàæåíèþ (32.2) äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü 
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé 

çíà÷åíèÿ nx  ñ âåðîÿòíîñòüþ np  ( 1, )n N , âûðàæåíèåì 

1

( ) ( )
N

n n
n

f x p x x


    

è ïîëîæèòü (0) 1xl    [Ïóãà÷åâ, 1962], ãäå ( )   – -ôóíêöèÿ Äè-

ðàêà. 
Â îòëè÷èå îò ýíòðîïèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýí-

òðîïèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò ïðèíèìàòü êàê 
ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ñëó÷àéíîé 
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âåëè÷èíû ñ îãðàíè÷åííîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )f x A  

ýíòðîïèÿ ïîëîæèòåëüíà, åñëè 1xl A . 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýíòðîïèè, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìó-
ëàì (32.4), (32.5), ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñ-

òîÿííîãî ñäâèãà íà âåëè÷èíó 2log xl . Ïîýòîìó îáû÷íî îãðàíè-

÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîé ýíòðîïèè, ðàññ÷è-
òûâàåìîé ïî ôîðìóëå (32.4). 

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýíòðîïèÿ xH  ñâÿçàíà ñ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îò-

êëîíåíèåì (ÑÊÎ) x  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  ëîãàðèôìè÷åñêîé çà-

âèñèìîñòüþ. Íàïðèìåð, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

2log ( )x xH e  , äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà 2log ( 2 )x xH e  , äëÿ 

ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

2log ( 2 )x xH e   ,                      (32.6) 

à äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

2log (2 3 )x xH   .                        (32.7) 

Ýòî ñîçäàåò èëëþçèþ òîãî, ÷òî ýíòðîïèÿ, ïîäîáíî ÑÊÎ è 
äèñïåðñèè, õàðàêòåðèçóåò ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Íî ýòî íå ñîâñåì òàê. Â îòëè÷èå îò ÑÊÎ è äèñïåðñèè, îíà 
õàðàêòåðèçóåò íå ñòîëüêî ðàçáðîñ, êàê ðàçíîîáðàçèå çíà÷åíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñ âûñîêèì óðîâíåì âåðîÿòíîñòè: ÷åì áîëüøå çíà-
÷åíèé îíà ïðèíèìàåò ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ âåðîÿòíîñòè, òåì 
áîëüøå ýíòðîïèÿ. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè. 

Åñëè èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îãðàíè÷åí, òî 
ìàêñèìóì ýíòðîïèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíîìåðíîì çàêîíå ðàñïðå-
äåëåíèÿ, åñëè æå íå îãðàíè÷åí, òî – ïðè ãàóññîâñêîì çàêîíå. 

Èç ïðèâåäåííîãî êðàòêîãî îáçîðà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåôèçè÷åñ-
êîé ïîñòàíîâêå ïîíÿòèå ýíòðîïèè íå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòèñ-
òè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå, èíôîðìàòèêå è ñìåæíûõ îáëàñòÿõ (ñì. 
âûðàæåíèÿ (32.1), (32.2), (32.4), (32.5)) ýíòðîïèÿ îïðåäåëåíà ëèøü 
äëÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è âåëè÷èí, ò. å. îáúåêòîâ, êîòîðûå èìåþò 
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó. Ïðè ýòîì äëÿ ñîáûòèé è âåëè÷èí, íå èìåþ-
ùèõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ê ïðèìåðó, äëÿ èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû, 
ãèïåðñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ èëè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîíÿòèå èí-
ôîðìàöèîííîé ýíòðîïèè (øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè) íå ïðèìåíèìî. 
Äëÿ òàêèõ ñîáûòèé è âåëè÷èí íå ïðèìåíèìû è äðóãèå ïîíÿòèÿ,  
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ñâÿçàííûå ñ ýíòðîïèåé, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå êîëè÷åñòâà èíôîð-
ìàöèè. 

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ýíòðîïèè íà ñîáûòèÿ è âåëè÷èíû, 
íå èìåþùèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. 

32.2. ЭНТРОПИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Ðàññìîòðèì âûáîðêó 1 2( , , , )nx x x x


  îáúåìà n  íåîïðåäå-

ëåííîé âåëè÷èíû X , ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 

[ , ]a b . Ðàçäåëèì èíòåðâàë çíà÷åíèé [ , ]a b  íà R  íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ èíòåðâàëîâ (ðàçðÿäîâ) äëèòåëüíîñòüþ rx  ( 1, )r R  è ââåäåì 

âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ: 

2( ) LIM logr r
r

n

n n
x

n n

      
,                  (32.8) 

ãäå rn  – êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé âûáîðêè x

, ïîïàâøèõ â r-é ðàç-

ðÿä. 
Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ýíòðîïèåé íåîïðåäåëåííîé âåëè÷èíû 

X  âåëè÷èíó 

max 0
1

LIM ( )
r

R

x r
x

r

H x
  

    .                     (32.9) 

Â îáùåì ñëó÷àå âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ( )rx   – ìíîãî- 

çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à ýíòðîïèÿ xH  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà. 

Êàê ëþáàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà, ýíòðîïèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ 

ñïåêòðîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê 
xHS  è ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé 

ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF h . 

Åñëè ñïåêòð 
xHS  ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà 0xH , òî ôóíêöèÿ 

ðàñïðåäåëåíèÿ ( ) ( )x xF h F h  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ åäè-

íè÷íîãî ñêà÷êà â òî÷êå 0x xh H :  0( ) signx x xF h h H  , åñëè 

ýòîò ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  ìíîãîçíà÷íóþ âåëè÷èíó ñëó-

÷àéíîãî òèïà, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xF h  – îäíîçíà÷íàÿ 

ôóíêöèÿ ( ( ) ( ))x xF h F h , åñëè æå îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  ìíîãî-

çíà÷íóþ âåëè÷èíó ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà, òî ( )xF h  – ìíîãîçíà÷-

íàÿ ôóíêöèÿ. 
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Â îáùåì ñëó÷àå äèàïàçîí ïðåäïîëàãàåìûõ çíà÷åíèé ýíòðî-
ïèè ìîæíî îïèñàòü äâîéíûì íåðàâåíñòâîì (ðèñ. 32.1): 

x x x xSh Sh x Ih Ihm k h m k      ,               (32.10) 

Ðèñ. 32.1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýí-

òðîïèè ( )xF h  íåîïðåäåëåííîé âåëè- 

÷èíû x  

 
 

ãäå 
xShm  è 

xSh  – ñîîòâåòñòâåí-

íî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è 

ÑÊÎ âåðõíåé ãðàíèöû ( )S xF h  

ðàñïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ( )xF h , 

xIhm  è 
xIh  – ñîîòâåòñòâåííî 

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ÑÊÎ íèæíåé ãðàíèöû ( )I xF h  ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ( )xF h , k  – êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ñòå-

ïåíü äîâåðèÿ. 
Ïîä äèàïàçîíîì ïðåäïîëàãàåìûõ çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîé âåëè÷è-

íû (â äàííîì ñëó÷àå ýíòðîïèè) ïîäðàçóìåâàåòñÿ äèàïàçîí åå çíà-
÷åíèé, âíå êîòîðîãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû ïðåíåáðåæèìî ìàëà. 

Óêàçàííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé k . Ïðè 

åå óâåëè÷åíèè ñòåïåíü äîâåðèÿ âîçðàñòàåò. Äëÿ ãàóññîâñêèõ çàêî-

íîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ( )S xF h  è ( )I xF h  ïðè 1k  , êàê äëÿ 

ëþáûõ ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòåïåíü äîâå-

ðèÿ íà óðîâíå 68,3 % , ïðè 2k   – íà óðîâíå 96 %, à ïðè 

3k   – íà óðîâíå 99,7 %. 

Îïèñàííûé ïîäõîä íå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èÿ ó âåëè÷èíû X  
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû è ïîòîìó ïðèìåíèì, êàê äëÿ ñëó÷àéíûõ, 
òàê è ïðîèçâîëüíûõ íåñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ê ñîæàëåíèþ, ðåàëèçî-
âàòü åãî íà ïðàêòèêå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíûõ îöåíîê ãðà-

íèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )S xF h , ( )I xF h  íåîáõîäèìî ðàñïîëà-

ãàòü íåïîìåðíî áîëüøèì îáúåìîì äàííûõ. 
Îäíàêî çàäà÷à ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà ïðè óñòà-

íîâëåíèè ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è íåîïðåäåëåííû-
ìè âåëè÷èíàìè, íå èìåþùèìè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, â ÷àñòíîñ-
òè, ãèïåðñëó÷àéíîé è èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíàìè. 
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32.3. ЭНТРОПИЯ ГИПЕРСЛУЧАЙНОЙ И ИНТЕРВАЛЬНОЙ  
ВЕЛИЧИН 

Ïóñòü èìååòñÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  ,gX X g G   ñ 

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x , ãðàíèöàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( )SF x , ( )IF x , ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ãðàíèö Sxm , 

Ixm  è ÑÊÎ ãðàíèö Sx , Ix , à òàêæå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà eX  ñ 

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ( )eF x  (ðèñ. 32.2). 

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó eX  áóäåì íàçûâàòü ýêâèâà-

ëåíòíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Õ, åñëè åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå 

ex
m  ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé èíòåðâàëà (32.10), à åå ÑÊÎ 

ex
 , 

óâåëè÷åííîå â k  ðàç, ðàâíî ïîëóøèðèíå ýòîãî èíòåðâàëà.  
Òîãäà (ñì. ðèñ. 32.2) 

2 1 1
( ) ( )

2 2ex Ix Ix Sx Sx

x x
m m k m k

          ,  

2 1 1
( ) ( )

2 2ex Ix Ix Sx Sx

x x
m k m k

k

           .     (32.11) 

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîä ýíòðîïèåé xH  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 

X  áóäåì ïîíèìàòü ýíòðîïèþ 
ex

H  ýêâèâàëåíòíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû eX . 
 

Ðèñ. 32.2. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  è ( )eF x  ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X  è ýêâèâàëåíòíîé ñëó÷àéíîé  âåëè÷èíû eX  ñ ãàóññîâ-

ñêèì (à) è ðàâíîìåðíûì (á) çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ 
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Ïîñêîëüêó ýíòðîïèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàâèñèò îò çàêîíà 
ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ðàññ÷èòûâàåìàÿ òàêèì îáðàçîì ýíòðîïèÿ xH  

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàâèñèò îò çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, îíà çàâèñèò îò 
êîíñòàíòû k . 

Åñëè ýêâèâàëåíòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîä÷èíÿåòñÿ ãàóñ-
ñîâñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (32.6) 
è (32.11) (ðèñ. 32.2, à) 

2

( )
log ( )

2
Ix Sx

x Ix Sx

m me
H

k

  
          

 

2

( )
log ( ) 1,Ix Sx

Ix Sx

m m

k

  
          

             (32.12) 

à åñëè – ðàâíîìåðíîìó çàêîíó, òî ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (32.7) è 
(32.11) (ðèñ. 32.2, á) 

2

( )
log 3 ( )Ix Sx

x Ix Sx

m m
H

k

  
          

 

2

( )
log ( ) 0,8.Ix Sx

Ix Sx

m m

k

  
          

         (32.13) 

Äëÿ èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíû ôîðìóëû (32.12) è (32.13) ïðèîá-
ðåòàþò ñëåäóþùèé âèä: 

2 2

( ) ( )
log log 1

2
Ix Sx Ix Sx

x

m m m me
H

k k

       
                 

, 

2 2

( ) ( )
log 3 log 0,8.Ix Sx Ix Sx

x

m m m m
H

k k

       
                 

 

Ïðèíÿâ ãèïîòåçó àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ èññëåäóåìîé ôèçè-
÷åñêîé âåëè÷èíû ãèïåðñëó÷àéíîé ìîäåëüþ, ìîæíî âîñïîëüçîâà-
òüñÿ ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêîé ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ îæèäàíèé *

Sxm , *

Ixm  è ÑÊÎ *

Sx , *

Ix  ãðàíèö ( )SF x , ( )IF x  

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ. Ïî 

ýòèì îöåíêàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (32.12), (32.13) íåòðóäíî 

ðàññ÷èòàòü îöåíêó *
xH  ýíòðîïèè xH  ýòîé âåëè÷èíû. 
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Îñîáåííî ïðîñòî ðåøàåòñÿ çàäà÷à, êîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå óñëîâèÿ 
èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òî çà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â 
ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ óñëîâèÿõ g G  óäàåòñÿ ñôîðìèðî-

âàòü ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ *( / )F x g  (îöåíêó ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( / )F x g ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû gX  ïðèåìëåìîãî 

êà÷åñòâà. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà òàêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçëîæåíà 
â ïàðàãðàôå 21.3.  

Â ýòîì ñëó÷àå îáúåì äàííûõ N, íåîáõîäèìûé äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è, âî ìíîãî ðàç ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè óíèâåð-    
ñàëüíîãî ïîäõîäà. Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîé 

óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *( / )F x g  äîñòàòî÷íî íåñêîëü-

êî ñîò îòñ÷åòîâ, òî ïðè ÷èñëå ðàçëè÷íûõ óñëîâèé ïîðÿäêà äåñÿòè 
îáúåì âûáîðêè N, äîñòàòî÷íûé äëÿ ðàñ÷åòà ýíòðîïèè, ëåæèò â 

ðàéîíå 410  îòñ÷åòîâ. 

*   *   * 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èäåÿ çàìåùåíèÿ íåîïðåäåëåííîé âå-
ëè÷èíû, íå èìåþùåé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ýêâèâàëåíòíîé â íå-
êîòîðîì ñìûñëå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåþùåé òàêóþ ìåðó, 
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íå òîëüêî äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîíÿ-
òèÿ ýíòðîïèè íà ëþáûå íåîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, íî òàêæå äëÿ 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ëþáûå íåîïðåäåëåííûå âåëè÷èíû äðóãèõ 
ïîíÿòèé, îïðåäåëÿåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê. 
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Глава 33 
 

ФОРМИРОВАНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ  

 
 

 
 
 
 
Èññëåäîâàíû ïóòè ôîðìèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Âûÿñíåíî, ÷òî 
íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåííîãî òèïà íå-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è â ïðîöåññå óñðåäíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ âåëè÷èí ïðè îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè. Äàíî òåîðåòè÷åñêîå 
îáîñíîâàíèå òîìó, ÷òî èíòåðâàëüíûå, ìóëüòèèíòåðâàëüíûå è ãè-
ïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè ñïîñîáíû àäåêâàòíî îòðàæàòü ðåàëèè îêðó-
æàþùåãî ìèðà, à ñëó÷àéíûå ìîäåëè ìîãóò îáåñïå÷èâàòü ëèøü ïðè-
áëèæåííîå èõ îïèñàíèå. 

 

Â êîíöå ïàðàãðàôà 3.1 áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ïðè÷èíàõ, ïî 
êîòîðûì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû íåîïðåäåëåííûõ ìîäå-
ëåé, è îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ ñ èõ ïîìîùüþ ðåàëüíûõ ôèçè-
÷åñêèõ ÿâëåíèé. 

Ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé 
ïîçâîëÿþò ïðèñòóïèòü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè è 
ïóòÿõ îáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûõ 
ìîäåëÿìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íûé õàðàêòåð íåîïðåäåëåííîñòè. 

33.1. ФОРМИРОВАНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
ИЗ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ВЕЛИЧИН 

Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïîä àäåêâàòíûì îïèñàíèåì 
ïîíèìàåòñÿ ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ìîäåëèðóåìîìó îáúåêòó 
ïî ñâîéñòâàì íåîïðåäåëåííîñòè è äåòåðìèíèçìà (ñì. ïàðàãðàô 3.2). 

Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå òàêîãî ðîäà àäåêâàòíîñòè ïîçâîëÿåò 
ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ íåîïðåäåëåííîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè-
÷èí íå äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè è èõ àäåêâàòíûìè ìîäåëÿìè.  

Áóäåì èñõîäèòü èç òðåõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: 
1. Ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûå  

îäíîçíà÷íûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè âåëè÷èíàìè (÷èñëàìè).  
2. Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáúåêòèâíî ñóùåñò-

âóåò è íîñèò íåèäåàëüíûé õàðàêòåð, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â íàðóøå-
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íèè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ. 

3. Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ôîðìèðóþòñÿ ïóòåì îáúå-
äèíåíèÿ (óñðåäíåíèÿ) áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîýòîìó ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó 1 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ. 

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïåðâîì ïóíêòå íå âûäâèãàåòñÿ òðå-
áîâàíèå çíàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí (÷èñåë). Ôèêñè-
ðóåòñÿ ëèøü ôàêò ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè àäåêâàòíîãî 
îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí êîíêðåòíûìè ÷èñëàìè.  

Âîçìîæíîñòü àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí 
÷èñëàìè íå ñòîëü î÷åâèäíî, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé 
âçãëÿä. Ýòî áûëî îòìå÷åíî, â ÷àñòíîñòè, â ïàðàãðàôå 28.2. Âñÿ 
ôèçèêà, çà èñêëþ÷åíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îñíîâàíà íà ïàðà-
äèãìå îäíîçíà÷íîñòè. Íî îäíîçíà÷åí ëè ìèð â äåéñòâèòåëüíîñ-
òè? Âîïðîñ, íà êîòîðûé íåò îòâåòà. Ïðèíèìàÿ ïåðâûé ïóíêò 
ïðåäïîëîæåíèé, ìû ñëåäóåì îáùåïðèíÿòûì âçãëÿäàì, ïîíèìàÿ 
ïðè ýòîì, ÷òî âîïðîñ äî êîíöà íå ðåøåí è òðåáóåò òùàòåëüíîãî 
èçó÷åíèÿ. 

Ïåðâûé ïóíêò ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêóþ ãèïîòåçó, óñòàíàâëèâàþùóþ ñâÿçü ìåæäó 
ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ìèðîì è àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëüþ. Äâà äðóãèõ ïóíêòà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôèçè÷åñêèå ãèïî-
òåçû, ïîäòâåðæäàåìûå ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé. 

Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ãèïîòåç, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå 
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûõ èíòåðâàëüíûìè è 
ãèïåðñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è ïðîñëåäèì ïóòü èõ îáðàçîâàíèÿ.  

Èç ïðèíèìàåìûõ ãèïîòåç ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðåàëüíûå 
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûå ñïåêòðîì ïðå-

äåëüíûõ òî÷åê äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 2, ,x x  

…, Nx  (N   ). 

Ñïåêòð ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè LIMx N
N

S x


  òåîðåòè÷åñêè 

ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äåòåðìèíèðîâàííóþ âåëè÷èíó (÷èñ-
ëî), ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èíòåðâàëüíóþ âåëè÷èíó, ìóëüòèèíòåð- 
âàëüíóþ âåëè÷èíó èëè ãèïåðñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ýòîò ñïèñîê 
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðå÷åíü âîçìîæíûõ ïðåòåíäåíòîâ. 

                                          
1 Çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ìèðîâûõ êîíñòàíò, òàêèõ êàê ñêîðîñòü 

ñâåòà, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è íåáîëüøîãî ÷èñëà äðóãèõ êîíñòàíò, ïðèíèìàå-
ìûõ â êà÷åñòâå ïîñòîÿííûõ ïî äîãîâîðåííîñòè. 
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Åñëè ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. Ââèäó íå ñîîòâåòñòâèÿ 
âòîðîé ãèïîòåçå òàêîé âàðèàíò ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç ÷èñëà ïðå-
òåíäåíòîâ. 

Åñëè ñïåêòð ïðåäñòàâëåí îäíîé áåñêîíå÷íîé âåëè÷èíîé, òî 
òåîðåòè÷åñêè òàêîé âàðèàíò íå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèÿì. 
Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñïîðíûì. Ïîýòîìó ýòîò ïðåòåíäåíò òîæå ïîäëå-
æèò èñêëþ÷åíèþ èç ðàññìîòðåíèÿ. 

Â ïàðàãðàôå 2.6 ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü – àáñòðàêòíîå 
ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, èçìåðèòü êîòîðîå òî÷íî, â ïðèíöèïå, 
íåâîçìîæíî (èç-çà îãðàíè÷åííîãî õàðàêòåðà ôåíîìåíà ñòàòèñòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè). Ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêæå ïîä-
ëåæèò èñêëþ÷åíèþ èç ñïèñêà âîçìîæíûõ ïðåòåíäåíòîâ êàê íå 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèÿì è âòîðîé ãèïîòåçå. 

Åñëè ñïåêòð – íåâûðîæäåííàÿ ãèïåðñëó÷àéíàÿ, èíòåðâàëü-   
íàÿ èëè ìóëüòèèíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ( )F x  – ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà (òèïà èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 

26.1, â, ã è ðèñ. 26.2, â). 
Â ïàðàãðàôå 23.1 äîêàçàíà òåîðåìà 1, èç êîòîðîé ñëåäóåò (ñì. 

ñëåäñòâèå 2), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ( )yF x , îïèñûâàþ-

ùàÿ ñïåêòð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ, – ìíîãîçíà÷íàÿ, òî ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ çîíà íåîïðåäåëåííîñòè íåïðåðûâíàÿ. Íà ýòîì îñ-
íîâàíèè èç ñïèñêà âîçìîæíûõ ïðåòåíäåíòîâ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü 
ìóëüòèèíòåðâàëüíóþ âåëè÷èíó.  

Â èòîãå â ñïèñêå îñòàþòñÿ èíòåðâàëüíàÿ âåëè÷èíà è ãèïåðñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ íåïðåðûâíóþ çîíó íåîïðåäåëåííîñòè. 

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåîðå-
òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî: 

 â ðåàëüíîì ìèðå ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, àäåêâàòíî 
îïèñûâàåìûå íåîïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷åì òîëüêî äâóõ òè-
ïîâ: èíòåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè è ãèïåðñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ 
íåïðåðûâíûìè çîíàìè íåîïðåäåëåííîñòè;  

 ýòè ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ôîðìèðóþòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàí-
íûìè âåëè÷èíàìè; 

  ôîðìèðîâàíèå òàêèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðîèñõîäèò â ðåçó-
ëüòàòå íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè (íåèäåàëüíîãî õàðàêòåðà ôåíîìåíà 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè). 
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33.2. ФОРМИРОВАНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
ИЗ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè èç 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. 

Áóäåì èñõîäèòü èç òðåõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: 
1. Ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, àäåêâàòíî îïèñûâàå-

ìûå ãèïåðñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. 
2. Ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè îáúåêòèâíî ñóùåñò-

âóåò è íîñèò íåèäåàëüíûé õàðàêòåð (ïðåäïîëîæåíèå, èäåíòè÷íîå 
âòîðîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïàðàãðàôà 33.1). 

3. Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ôîðìèðóþòñÿ ïóòåì îáúå-
äèíåíèÿ (óñðåäíåíèÿ) áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí (ïðåäïîëîæåíèå, èäåíòè÷íîå òðåòüåìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ ïàðàãðàôà 33.1). 

Ñëåäóÿ ìåòîäèêå äîêàçàòåëüñòâà, èçëîæåííîé â ïàðàãðàôå 33.1 
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí, ìîæíî 
ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûõ ãèïåðñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè, ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, àäåêâàòíî 
îïèñûâàåìàÿ èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé, ìóëüòèèíòåðâàëüíîé âåëè-
÷èíîé èëè ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Çàìåòèì, ÷òî çîíà íåîïðåäå-
ëåííîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò 
áûòü ðàçðûâíîé. 

Â ãëàâàõ 7 è 8 óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòüþ ïðîöåññà è åãî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ìîùíîñ-
òè. Ïîêàçàíî, ÷òî íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìî-
ãóò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå îñîáîãî òèïà íèçêî÷àñòîòíîé ôèëü-
òðàöèè øèðîêîïîëîñíîãî ïðîöåññà. 

Óñðåäíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ òàêîé ôèëüòðàöèè. Ïî-
ýòîìó ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåì è ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôàõ ðå- 
çóëüòàòû â ÷àñòè îáðàçîâàíèÿ ïðè óñðåäíåíèè ðåàëüíûõ äàííûõ 
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, àäåêâàòíî îïèñûâàåìûõ ãèïåðñëó÷àéíûìè 
âåëè÷èíàìè, ïîäòâåðæäàþò âûâîäû óêàçàííûõ ãëàâ. 

33.3. ОБРАЗОВАНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
ПРИ НЕЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ 

Íàðóøåíèå ñõîäèìîñòè – íå åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà îáðàçîâà-
íèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âåëè÷èí. Ïðè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ âîçíèêàåò ìíîãîçíà÷íîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçíî- 
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âèäíîñòüþ íåîïðåäåëåííîñòè [Ãîðáàíü, 2014]. Çîíà íåîïðåäåëåí-

íîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü 

ðàçðûâíîé. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè íåëèíåéíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè x a   è  

Arcsin ( 1) arcsinnx a a n     ,              (33.1) 

ãäå a  – àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü, a  – âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 

0, 1, 2,n     .  

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñïåêòð çíà÷åíèé îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ óñëîâ-
íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ôóíêöèé åäèíè÷íîãî 

ñêà÷êà â òî÷êàõ x a   è x a , à âî âòîðîì – ñ÷åòíûì ìíî-

æåñòâîì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ôóíêöèé åäèíè÷íîãî 
ñêà÷êà â òî÷êàõ, îïèñûâàåìûõ âûðàæåíèåì (33.1). Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ çîíà íåîïðåäåëåííîñòè îêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàçðûâíîé. 

33.4. ПРОБЛЕМА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåîïðåäåëåííîñòü – íåæåëàòåëüíîå ñâîé-

ñòâî. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè êàê-òî óñòðàíèòü 

íåîïðåäåëåííîñòü è òåì ñàìûì èçáåæàòü ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ 

íåé? Íà ïåðâûé âçãëÿä çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé: ïó-

òåì íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîäíîçíà÷íûå âåëè÷èíû âñåã-

äà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îäíîçíà÷íûå. 

Îäíàêî ïðè ýòîì, ê ñîæàëåíèþ, èçáåæàòü ñâÿçàííûõ ñ íåîï-

ðåäåëåííîñòüþ ïðîáëåì íå óäàåòñÿ.  

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåâðà-

ùàþùåå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íå èìåþùóþ ìîìåíòîâ, â ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ èõ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåëèíåéíîì 

ïðåîáðàçîâàíèè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èçìå-

íÿåòñÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñêàëÿðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ïðàâè-

ëà ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèìè èçâåñòíûìè òåîðåìàìè (ñì., íàïðèìåð, [Ëåâèí, 1974, Ãîð-

áàíü, 2003]). 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ( )xf x  ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x  , èìåþ-

ùåìó îäíîçíà÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ ( )x y  . 
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Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ( )yf y  ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû Y  îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

( )
( ) ( ( ))y x

d y
f y f y

dy


  .                      (33.2) 

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ( )xf x  ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ( )y x  , îáðàò-

íàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî èìååò Q  âåòâåé, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåí-

öèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ( ), 1,qx y q Q   . Â ýòîì ñëó÷àå ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ( )yf y  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y  âûðàæàåòñÿ 

÷åðåç ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xf x  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X  

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1

( )
( ) ( ( ))

Q
q

y x q
q

d y
f y f y

dy


  .                  (33.3) 

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïèñûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèåì 

( ) ( )y xm x f x dx




  .                       (33.4) 

Èç âûðàæåíèé (33.2) è (33.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì 
ïîäáîðå âèäà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèå, íå èìåþùåå ìî-
ìåíòîâ, â ÷àñòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîñëå íåëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò èõ èìåòü. 

Ñîçäàåòñÿ èëëþçèÿ, ÷òî òàêèì ïóòåì ìîæíî èçáåæàòü íåïðèÿò-
íîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ îòñóòñòâèåì ìîìåíòîâ, â ÷àñòíîñòè îáåñïå÷èòü 
ñõîäèìîñòü îöåíîê ìîìåíòîâ. Íî äåëî â òîì, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ 

ñõîäèìîñòü íå îöåíîê ìîìåíòîâ èñõîäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X , 

à ñõîäèìîñòü îöåíîê ìîìåíòîâ íîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ïî-
ëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè âîçâðàòå ê èñõîäíîé 
âåëè÷èíå íåîïðåäåëåííîñòü âîçíèêàåò ñíîâà. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè èçëîæåííîãî ðàññìîòðèì ïðèìåð. 

Ïðèìåð 1. Ïóñòü èñõîäíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X  ïîä÷è-
íÿåòñÿ çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè, íå èìåþùåãî ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ( )xf x  ýòîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ âûðàæåíèÿ (4.2).  

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ( ) ( ) / ( )z xy x x f x f x   , ãäå 

( )zf x  – ïëîòíîñòü âñïîìîãàòåëüíîãî (íàïðèìåð, ãàóññîâñêîãî) 
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ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì zm , ïîëó÷àåòñÿ íî-

âàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y .  
Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (33.4) åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 

îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì ( )y zm x f x dx




  , ò. å. ñîâïàäàåò ñ ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì zm . 

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé 

âåëè÷èíû Y , äîëæíà ñóùåñòâîâàòü åå îöåíêà, ñõîäÿùàÿñÿ ê ýòî-

ìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ. Ïðîáëåìà, âðîäå áû, ðåøåíà. 

Îäíàêî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )x y   òðàíñôîðìèðóåò 

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y  â ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , êîòîðàÿ íå 

èìååò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, åå îöåíêè íå 

îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè. 

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé íåâîçìîæ-

íîñòü ïóòåì íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåøèòü ïðîáëåìó íå-

îïðåäåëåííîñòè.  

Ïðèìåð 2. Êîðåíü êâàäðàòíûé èç ÷èñëà x  ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåîïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ x . Âîçâåäåíèå â êâàä-

ðàò ýòîé âåëè÷èíû óñòðàíÿåò íåîïðåäåëåííîñòü, íî ïðè âîçâðàòå 

ê èñõîäíîé âåëè÷èíå ïóòåì èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ íåîï-

ðåäåëåííîñòü îïÿòü âîçíèêàåò. 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, èçëîæåííûå â ïàðàãðàôàõ 4.1, 4.2, 

13.5, ãëàâàõ 29–31 è íàñòîÿùåé ãëàâå, ïðèâîäÿò ê âûâîäó: íåîï-

ðåäåëåííîñòü, íå èìåþùàÿ ìåðû è îïèñûâàåìàÿ èíòåðâàëüíûìè è 

ãèïåðñëó÷àéíûìè ìîäåëÿìè, – îáúåêòèâíàÿ ðåàëüíîñòü. Ïðîÿâëÿ-

åòñÿ îíà â íàðóøåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Èç-çà ýòîãî 

òî÷íîñòü èçìåðåíèé è âîçìîæíîñòè ïîçíàíèÿ îêðóæàþùåãî ìè-

ðà ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îãðàíè÷åíû. 

33.5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ РАЗЛИЧНЫХ 
ТИПОВ 

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà òî, ÷òî èíòåðâàëü-

íûå, ìóëüòèèíòåðâàëüíûå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè ìîãóò àäåê-

âàòíî îòðàæàòü íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñâîéñòâà îêðóæàþùåãî 

ìèðà. Ñëó÷àéíûå æå ìîäåëè äåëàþò ýòî ëèøü ïðèáëèæåííî. 

Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè-

÷åñêèå è äðóãèå óïðîùåííûå ìîäåëè áåñïîëåçíû. Áåçóñëîâíî, 
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ýòî íå òàê. Íåïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ýòèõ ìîäåëåé ìîäåëèðóåìûì 

îáúåêòàì ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè.  

Çà÷àñòóþ æå îáúåìû âûáîðîê íåâåëèêè. Òîãäà ïîãðåøíîñòü 

îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ ñòîõàñòè÷åñêèìè è äðóãèìè óïðî-

ùåííûìè ìîäåëÿìè ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Îíè ïðîùå, ÷åì èí-

òåðâàëüíûå è ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè, è ïîýòîìó âî ìíîãèõ ñëó-

÷àÿõ ÿâëÿþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. 

Íåîáõîäèìîñòü â áîëåå ñëîæíûõ èíòåðâàëüíûõ è ãèïåðñëó÷àé-

íûõ ìîäåëÿõ âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ïðîÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé õà-

ðàêòåð ôåíîìåíà ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè – îáû÷íî ïðè 

áîëüøèõ èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèÿ è áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  1 

УЧЕНЫЕ О ФЕНОМЕНЕ  
СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ  

 
 
 

 
Â ôèçè÷åñêîì ìèðå íåò ìåñòà èäåàëüíûì ÿâëåíèÿì òàê æå, êàê 

â èäåàëüíîì ìèðå ìàòåìàòè÷åñêèõ àáñòðàêöèé – ðåàëüíûì ÿâëå-
íèÿì. Ýòî îñîçíàâàëè åùå ìûñëèòåëè äðåâíîñòè [Ïåíðîóç, 2007]. 
Ôèçè÷åñêèé ìèð è ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð – ðàçíûå ìèðû. Â íèõ 
ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ïîõîæèå ýëåìåíòû, íî íå èäåíòè÷íûå. 

Ôèçè÷åñêèé ôåíîìåí ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Èñïîëüçóåìîå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîíÿ-
òèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû, ïîä êîòîðûì ïîíè-
ìàåòñÿ àáñîëþòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü – ñõîäèìîñòü 
÷àñòîòû ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó (âåðîÿòíîñòè), îïèñûâàåò ôè-
çè÷åñêèé ôåíîìåí ëèøü ïðèáëèæåííî. 

Íèæå ïðèâåäåíû âûñêàçûâàíèÿ èçâåñòíûõ ó÷åíûõ, êàñàþ-
ùèåñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, â êîòîðûõ ïðîñëåæèâàåòñÿ 
ìûñëü îá îòñóòñòâèè â ðåàëüíîì ìèðå àáñîëþòíîé ñòàòèñòè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòè èëè íå ñòîëü êàòåãîðè÷íîå óòâåðæäåíèå, ÷òî â 
ðåàëüíîì ìèðå ìîæåò íå áûòü àáñîëþòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè. 

1. Àâòîðû èçâåñòíîãî ñïðàâî÷íèêà ïî ìàòåìàòèêå [Êîðí, 
Êîðí, 1977, ñ. 607] ïèøóò: «Ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â êàæ-
äîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè åñòü ýìïèðè÷åñêèé ôèçè÷åñêèé çàêîí, 
êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðîâåðåí òîëüêî îïûòîì. ×àñòî òî÷íîñòü 
ïðåäñêàçàíèÿ íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì 
îáúåìà âûáîðêè (ôèçè÷åñêèé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë)». 

2. À.À. Ìàðêîâ îòìå÷àåò [Ìàðêîâ, 1924, ñ. 67]: «Èç òåîðåìû 
Áåðíóëëè îáûêíîâåííî çàêëþ÷àþò, ÷òî ïðè áåñïðåäåëüíîì âîç-
ðàñòàíèè ÷èñëà èñïûòàíèé îòíîøåíèå ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ 
ê ÷èñëó èñïûòàíèé ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ïðè 
îòäåëüíûõ èñïûòàíèÿõ. Ïîäîáíîå çàêëþ÷åíèå íåëüçÿ, îäíàêî, 
ïðèçíàòü áåçóñëîâíî ïðàâèëüíûì íå òîëüêî äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîã-
äà óñëîâèÿ òåîðåìû Áåðíóëëè íå âûïîëíèìû, íî è äëÿ òåõ ñëó-
÷àåâ, ê êîòîðûì ýòà òåîðåìà âïîëíå ïðèìåíèìà. Óñëîâèÿ òåîðå-
ìû Áåðíóëëè ñîñòîÿò â íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé è â ïîñòîÿí- 
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ñòâå âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ òåîðåìà 
Áåðíóëëè îáíàðóæèâàåò íåâåðîÿòíîñòü çíà÷èòåëüíûõ îòêëîíå-
íèé îòíîøåíèÿ m n  îò p  ïðè áîëüøèõ n . Íî îíà íå óñòðàíÿåò 
îêîí÷àòåëüíî âîçìîæíîñòè òàêèõ îòêëîíåíèé; è ýòè íåâåðîÿò-
íûå îòêëîíåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ äåéñòâèòåëüíûìè». 

3. Îñíîâîïîëîæíèê ñîâðåìåííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé À.Í. Êîëìîãîðîâ â ñòàòüå 1983 ã. ïèøåò [Êîëìîãî-
ðîâ, 1986]: «Ãîâîðÿ î ñëó÷àéíîñòè â îáûäåííîì ñìûñëå ýòîãî 
ñëîâà, ìû èìååì ââèäó òå ÿâëåíèÿ, â êîòîðûõ ìû íå îáíàðóæè-
âàåì çàêîíîìåðíîñòåé, ïîçâîëÿþùèõ íàì ïðåäñêàçûâàòü èõ ïî-
âåäåíèå. Âîîáùå íåò ïðè÷èí ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå â ýòîì 
ñìûñëå ÿâëåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ êàêèì-òî âåðîÿòíîñòíûì çàêîíàì. 
Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ðàçëè÷àòü ñëó÷àéíîñòü â ýòîì øèðîêîì 
ñìûñëå è ñòîõàñòè÷åñêóþ ñëó÷àéíîñòü (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìå-
òîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé)». 

4. Â ðàáîòå [Ìàòåìàòèêà, åå ñîäåðæàíèå, ìåòîäû è çíà÷åíèå, 
1956, ñ. 274, 275] À.Í. Êîëìîãîðîâ îòìå÷àåò: «Äîïóùåíèå î âå-
ðîÿòíîì õàðàêòåðå èñïûòàíèé, ò. å. î òåíäåíöèè ÷àñòîò ãðóïïè-
ðîâàòüñÿ âîêðóã ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, ñàìî ïî ñåáå áûâàåò âåð-
íî (êàê è äîïóùåíèå î «ñëó÷àéíîñòè» êàêîãî-ëèáî ÿâëåíèÿ) ëèøü 
ïðè ñîõðàíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé, êîòîðûå íå ìîãóò ñîõðà-
íÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííî äîëãî è ñ íåîãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ. Ïî- 

ýòîìó òî÷íûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó p
n


  íå ìîæåò èìåòü ðåàëü- 

íîãî çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîò 
ïðè îáðàùåíèè ê òàêîìó ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó òðåáóåò îïðåäå-
ëåíèÿ äîïóñòèìûõ ñïîñîáîâ îòûñêàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé èñïûòàíèé, êîòîðîå òîæå ìîæåò áûòü ëèøü ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèêöèåé». 

5. À.Í. Êîëìîãîðîâ â ñâîåé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå «Îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé» [Êîëìîãîðîâ, 1974, ñ. 12–14] 
ïèøåò: «Ïðè èçâåñòíûõ óñëîâèÿõ, â êîòîðûå ìû çäåñü íå áóäåì 
ãëóáæå âäàâàòüñÿ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåêîòîðûì ñîáûòèÿì 
A , êîòîðûå ìîãóò íàñòóïèòü èëè æå íå íàñòóïèòü ïîñëå îñóùåñ-
òâëåíèÿ óñëîâèé , ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà ( )P A , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 

À. Ìîæíî áûòü ïðàêòè÷åñêè óâåðåííûì, ÷òî åñëè êîìïëåêñ 
óñëîâèé  áóäåò ïîâòîðÿòüñÿ áîëüøîå ÷èñëî n  ðàç è åñëè ÷åðåç  

m  îáîçíà÷åíî ÷èñëî ñëó÷àåâ, ïðè êîòîðûõ ñîáûòèå A  íàñòóïè-

ëî, òî îòíîøåíèå 
m

n
 áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ( )P A . 
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Â. Åñëè ( )P A  î÷åíü ìàëî, òî ìîæíî ïðàêòè÷åñêè áûòü óâå-

ðåííûì, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîé ðåàëèçàöèè óñëîâèé  ñîáûòèå A  
íå áóäåò èìåòü ìåñòà… 

Ïðèìå÷àíèå 1. Èç ïðàêòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè äâóõ óòâåð-
æäåíèé ñëåäóåò ïðàêòè÷åñêàÿ äîñòîâåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ îá èõ 
îäíîâðåìåííîé ïðàâèëüíîñòè, õîòÿ ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïðè 
ýòîì íåñêîëüêî ïîíèæàåòñÿ. Åñëè, îäíàêî, ÷èñëî óòâåðæäåíèé 
î÷åíü âåëèêî, òî èç ïðàêòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè êàæäîãî îò-     
äåëüíîãî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé âîîáùå íåëüçÿ âûâåñòè íèêàêèõ 
çàêëþ÷åíèé îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé ïðàâèëüíîñòè âñåõ 
ýòèõ óòâåðæäåíèé. Ïîýòîìó èç ïðèíöèïà À íèêîèì îáðàçîì íå 
ñëåäóåò, ÷òî ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ñåðèé ïî n  èñïûòàíèé â 

êàæäîé ñåðèè îòíîøåíèå 
m

n
 áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ( )P A ». 

6. Ýìèëü Áîðåëü [Áîðåëü, 1961, ñ. 28, 29] òàê îáúÿñíÿåò âîç-

ìîæíîñòü íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÷àñòîòû: 

«Åñëè ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé ýòà ÷àñòîòà íå ñòðå-

ìèòñÿ ê ïðåäåëó, à áîëåå èëè ìåíåå êîëåáëåòñÿ ìåæäó ðàçëè÷íû-

ìè ïðåäåëàìè, òî íàäî óòâåðæäàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü p  íå îñòàåò-

ñÿ ïîñòîÿííîé, à èçìåíÿåòñÿ â õîäå èñïûòàíèé. Ýòî èìååò ìåñ-

òî, íàïðèìåð, äëÿ ëþäñêîé ñìåðòíîñòè â òå÷åíèå âåêîâ, òàê êàê 

óñïåõè ìåäèöèíû è ãèãèåíû èìåþò ñâîèì ñëåäñòâèåì óâåëè÷å-

íèå ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè. Ñòàëî áûòü, âåðîÿòíîñòü 

p  äëÿ ðîäèâøåãîñÿ ðåáåíêà äîñòè÷ü âîçðàñòà 60 ëåò èìååò òåí-

äåíöèþ ê ðîñòó. Ýòà ýìïèðè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿ âïîëíå ïðèåì-

ëåìà äëÿ ñòàòèñòèêà, èçó÷àþùåãî äåìîãðàôè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, òàê 

êàê çäåñü ìû äîëæíû, çà íåèìåíèåì äðóãèõ íàó÷íûõ ñðåäñòâ äëÿ 

ïðåäâèäåíèÿ, îãðàíè÷èòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì áåñ÷èñëåííûõ íàá-

ëþäåíèé». 

7. À.Â. Ñêîðîõîä â ïðåäèñëîâèè ê ìîíîãðàôèè [Èâàíåíêî, 

Ëàáêîâñêèé, 1990] ïèøåò: «Íàèáîëåå ïîëíî ðàçðàáîòàíî ïîíÿòèå 

íåîïðåäåëåííîñòè, èñïîëüçóþùåå âåðîÿòíîñòíóþ ñëó÷àéíîñòü… 

Çàìå÷ó, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 

ñêàæåì ÷èñåë, ïîëó÷åíà íåçàâèñèìûìè íàáëþäåíèÿìè íåêîòî-

ðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (íåâàæíî, èçâåñòíî èëè íåò åå ðàñïðå-

äåëåíèå), íàêëàäûâàåò íà ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñüìà æåñòêèå 

îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå âðÿä ëè âûïîëíÿþòñÿ âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ 

ÿâëåíèÿõ». 
8. Â.Í. Òóòóáàëèí â ñâîåé êíèãå [Òóòóáàëèí (2), 1972, ñ. 6, 7] 

îòìå÷àåò: «Íàó÷íàÿ äîáðîñîâåñòíîñòü òðåáóåò îò êàæäîãî èññëå- 
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äîâàòåëÿ ïðèìåíåíèÿ äîñòóïíûõ ìåòîäîâ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòè, íî íàëè÷èå åå ðåäêî ìîæíî âïîëíå ãàðàíòè-
ðîâàòü». Äàëåå îí î÷åð÷èâàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé 
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: «Âñå ìûñëèìûå ýêñïåðèìåíòû ìîæíî ðàç-
äåëèòü íà òðè ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ õîðîøèå ýê-
ñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëíàÿ óñòîé÷èâîñòü èñ-
õîäà îïûòîâ. Êî âòîðîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ýêñïåðèìåíòû ïîõóæå, 
ãäå ïîëíîé óñòîé÷èâîñòè íåò, íî åñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü. Ê òðåòüåé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ñîâñåì ïëîõèå ýêñïåðèìåíòû, 
êîãäà íåò è ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ïåðâîé ãðóïïå âñå 
ïîíÿòíî áåç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â òðåòüåé ãðóïïå îíà áåñïî-
ëåçíà. Âòîðàÿ ãðóïïà ñîñòàâëÿåò íàñòîÿùóþ ñôåðó ïðèìåíåíèÿ 
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî ìû âðÿä ëè êîãäà-íèáóäü ìîæåì áûòü 
âïîëíå óâåðåíû, ÷òî èíòåðåñóþùèé íàñ ýêñïåðèìåíò îòíîñèòñÿ 
êî âòîðîé, à íå ê òðåòüåé ãðóïïå». 

9. Àíäðå Àíãî â êíèãå äëÿ ýëåêòðî- è ðàäèîèíæåíåðîâ [Àíãî, 
1967, ñ. 620] îáðàùàåò âíèìàíèå ÷èòàòåëåé íà ïðîáëåìó îãðàíè-
÷åííîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé, òåñíî ñâÿçàííîé ñ ïðîáëåìîé ñòà-
òèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, è äàåò ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè: 
«Êàçàëîñü áû, ÷òî, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî èçìåðåíèé, ìîæíî äî áåñ-
êîíå÷íîñòè óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü. Îäíàêî, åñëè òåîðåòè÷åñêè 
ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíó çíà÷àùóþ öèôðó, ïåðåéäÿ îò îäíîãî 
åäèíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ ê 100 èçìåðåíèÿì, èëè îò ãðóïïû â 
10 èçìåðåíèé ê 1000 èçìåðåíèÿì, òî ïðàêòè÷åñêè ïîëó÷åíèå òà-
êîãî âûèãðûøà âåñüìà ñîìíèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäóåò 
îïàñàòüñÿ, ÷òî ïðè òûñÿ÷íîì èçìåðåíèè èçìåðÿåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ 
âåëè÷èíà áóäåò óæå íå ñîâñåì òà, ÷òî âíà÷àëå. Äðóãèìè ñëîâàìè, 
â óñëîâèÿõ îïûòà ìîãóò èìåòü ìåñòî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ, êî-
òîðûå âîçäåéñòâóþò íà ðåçóëüòàò íåñëó÷àéíûì îáðàçîì (òàê íà-
çûâàåìîå «ñïîëçàíèå öåíòðà ðàññåèâàíèÿ»). Ýòî áîëåå ÷åì âå-
ðîÿòíî, òàê êàê ñåðèÿ â 1000 èçìåðåíèé äîëæíà ïðîäîëæàòüñÿ 
çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó íå ïðèíÿòî äåëàòü áîëüøèå ñåðèè 
èçìåðåíèé è ÷èñëî n  ðåäêî áûâàåò áîëüøå 10. Âñå èçëîæåííîå 
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðîñòûì çäðàâûì ñìûñëîì. Ëó÷øå óñî-
âåðøåíñòâîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä, ÷åì óâåëè÷èâàòü 
÷èñëî èçìåðåíèé; 10 õîðîøèõ èçìåðåíèé ïîëåçíåå, ÷åì 1000 ïî-
ñðåäñòâåííûõ». 

10. Â ìîíîãðàôèè [Ìàéñòðîâ, 1967, ñ. 88, 89], ïîñâÿùåííîé 
èñòîðèè ðàçâèòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àâòîð, ðàññêàçûâàÿ î çà-
êîíå áîëüøèõ ÷èñåë, îáðàùàåò âíèìàíèå íà òî, ÷òî «òåîðåìà 
Áåðíóëëè ñîâñåì íå óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷å- 
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íèè ÷èñëà èñïûòàíèé n  ÷àñòîòà /m n  ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó p , ò. å. 

÷òî lim
n

m
p

n
 ; îíà óòâåðæäàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ îòêëî-

íåíèé ÷àñòîòû /m n  îò âåðîÿòíîñòè p  ìàëà, åñëè òîëüêî n  äîñ-

òàòî÷íî âåëèêî» 1. 
Äàëåå, ðàññóæäàÿ îá îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñ-

òåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, îí ïèøåò (ñ. 249): «Íàëè÷èå 
óñòîé÷èâîé ÷àñòîòû òèïè÷íî äëÿ ñëó÷àéíûõ ìàññîâûõ ÿâëåíèé. 
Íî íå âñÿêîå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå èìååò óñòîé÷èâóþ ÷àñòîòó 2. 
Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ äàííîãî ñëó÷àé-
íîãî ñîáûòèÿ èìååòñÿ óñòîé÷èâàÿ ÷àñòîòà äîëæíî áûòü êàæäûé 
ðàç ñïåöèàëüíî ïðîâåðåíî è îáîñíîâàíî». 

 
 

                                          
1 Èç êîíòåêñòà íå ñîâñåì ïîíÿòíî, ïðåäïîëàãàåò ëè àâòîð, ÷òî âåëè÷èíà 

p  ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé (÷èñëîì). Ñóäÿ ïî 

âñåìó, íå äîïóñêàåò. Íî, äàæå åñëè è íå äîïóñêàåò, ýòîò òåçèñ áëèçîê ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó â ðàìêàõ òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. 

2 Ýòî âåðíî, åñëè ê ñëó÷àéíûì ñîáûòèÿì îòíîñèòü íå òîëüêî òå ñîáûòèÿ, 
êîòîðûå èìåþò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó (êàê ïðèíÿòî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé), à 
ëþáûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  2 

ИНТЕРВАЛЬНАЯ АРИФМЕТИКА  

 
 
 
 

П2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Îïðåäåëåíèå 1. Èíòåðâàëîì (èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíîé), ïðèíàä-

ëåæàùèì ìíîæåñòâó âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ ( )I  , íàçûâàåòñÿ 

ìíîãîçíà÷íàÿ âåëè÷èíà 1 2[ , ]A a a , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìíî-

æåñòâî ÷èñåë ÷èñëîâîé îñè  , ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó 1 2[ , ]a a , 

ãäå 1 2,a a  – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû èíòåðâàëà, 1 2a a . 

Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåðâàëû 1 2[ , ]A a a  è 1 2[ , ]B b b  ñ÷èòàþòñÿ 

ðàâíûìè, åñëè ðàâíû èõ íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû: 1 1a b , 

2 2a b . 

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçè-
òèâíî. 

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü * – àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ èëè äåëåíèÿ íàä ÷èñëàìè. Òîãäà äëÿ 

èíòåðâàëîâ A  è B  ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå àðèôìå-
òè÷åñêèå îïåðàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 | ,A B a b a A b B     , 

ãäå â ñëó÷àå äåëåíèÿ 0 B . 

Â ÿâíîì âèäå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+), âû÷èòàíèÿ (—), óìíîæå-
íèÿ (  ) è äåëåíèÿ (:) îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè: 

1 1 2 2

1 2 2 1

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 2 1

[ , ],

[ , ] [ 1, 1] ,

[min{ , , , }, max{ , , , }],

: [ , ] [1 / , 1 / ].

A B a b a b

A B a b a b A B

A B a b a b a b a b a b a b a b a b

A B a a b b

   

        

 

 

 

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè ( )f x  – íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà  , òî 

( ) [min ( ), max ( )]
x X x X

f X f x f x
 

  îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ íà ( )I  . 
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П2.2. СВОЙСТВА 

Ïóñòü , , ( )A B C I  . Òîãäà 

1) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíû: 

A B B A   , A B B A   , 

2) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíû: 

( ) ( )A B C A B C     , ( ) ( )A B C A B C     , 

3) [0, 0]X   è [1,1]Y   – åäèíñòâåííûå íåéòðàëüíûå ýëåìåí-

òû ñîîòâåòñòâåííî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äëÿ âñåõ ( )A I   

A A X X A    , A A Y Y A    , 

4) ( )I   íå èìååò äåëèòåëÿ íóëÿ, 

5) ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë 1 2[ , ]A a a  ñ íåñîâïàäàþùèìè 

ãðàíèöàìè ( 1 2a a ) íå èìååò íè ïðîòèâîïîëîæíîãî (ïî ñëîæå-

íèþ) ýëåìåíòà, íè îáðàòíîãî (ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíòà, îäíàêî 

0 A A  , 1 :A A , 

6) èìååò ìåñòî ñóáäèñòðèáóòèâíîñòü: â îáùåì ñëó÷àå 

( )A B C A B A C      , 

íî äëÿ âñå a   èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ( )a B C aB aC   , è, 

êðîìå òîãî, åñëè äëÿ âñåõ b B  è c C  ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî 0bc  , òî ( )A B C A B A C      , 

7) ðåøåíèå X  óðàâíåíèÿ A X B   óäîâëåòâîðÿåò âûðàæå-

íèþ :X B A . 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  3 

ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ, 
КАСАЮЩИЕСЯ ИССЛЕДОВАНИЯ  

СТАТИСТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ  
ПРОЦЕССОВ  

 
 

1. Èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ 
èìååò ñâîåé öåëüþ âûÿñíåíèå îáëàñòè îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ 
êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ èõ îïèñàíèÿ, âíå êîòîðîé 
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè ìåòîäû 
òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. 

Îáëàñòü îáîñíîâàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 

s  – ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì, íà êîòîðîì íàðóøåíèÿ ñòàòèñ-

òè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé îñòàþòñÿ åùå ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè 
(ñì. ï. 5.4). 

Ýòîò èíòåðâàë ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ñòàòèñòèê, â 
÷àñòíîñòè, äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íîãî ÑÊÎ. Îã-
ðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì äâóõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ, èíòåðâàë 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â øèðîêîì ñìûñëå ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ, íà êîòîðîì ñòà-
òèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè îñòàþòñÿ íàñòîëüêî ñèëüíî âûðà-
æåííûìè, ÷òî âîçìîæåí êîððåêòíûé ðàñ÷åò îöåíêè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ è îöåíêè ÑÊÎ. 

2. Êðèòåðèåì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò 

ñëóæèòü âûõîä çà óñòàíîâëåííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó êîðèäîðà ( 0N
 , 

0N
 , 0Nh  èëè 0Nl  ) îöåíêè ïàðàìåòðà ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷è-

âîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó ( *
N , *

N , *
Nh  èëè *

Nl ) è îöåíêè 

ïàðàìåòðà ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ 

( *

N , *

N , *

NH  èëè *

NL ) (ñì. ï. 5.4). 

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îò-

íîøåíèþ ê ñðåäíåìó N , N , Nh  è Nl  îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ìå-

æäó ñîáîé (ñì. ï. 5.1, 5.2) è ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé-

÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ÑÊÎ N , N , NH  è NL  òàêæå îäíî-

çíà÷íî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé (ñì. ï. 5.4), òî äëÿ àíàëèçà íàðóøå-
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íèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îäèí 

èç ïàðàìåòðîâ *
N , *

N , *
Nh , *

Nl  è îäèí èç ïàðàìåòðîâ *
N , *

N , 

*

NH , *

NL . 

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîðèäîðà 
00 0=
NN N k

     çàâèñèò îò êîýô-

ôèöèåíòà k , õàðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü äîâåðèÿ (ñì. ï. 5.2), ãäå 

0N  – ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ðàññ÷èòàííûé 

äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ýòàëîííîé âûáîðêè, à 
0N   – 

ÑÊÎ äëÿ íåå. 
Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè áîëüøèíñòâà 

ïðîöåññîâ áûñòðî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî ïðåâîñõî-
äÿùèå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðõíåé ãðàíèöå êîðèäîðà 

ïðè 3k  . Ïîýòîìó âûáîð êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà 

k  íå êðèòè÷åí. Â òåõ æå î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîöåññ 

îáëàäàåò âûñîêèì óðîâíåì ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, çíà÷å-

íèå êîýôôèöèåíòà k  èìååò ñìûñë âûáèðàòü îò 1 äî 3. 

3. Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ 
ê ñðåäíåìó îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ 
ìîùíîñòè ïðîöåññà (ñì. ï. 7.4, 8.1). Èíôîðìàöèÿ î íàðóøåíèè 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîñðåäîòî÷åíà â íèçêî÷àñòîòíîé 
÷àñòè. Ïðèçíàêîì íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìî-

æåò ñëóæèòü áûñòðîå (áûñòðåå 1 / f ) íàðàñòàíèå óðîâíÿ ñïåêòðà-

ëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ñ ïîíèæåíèåì ÷àñòîòû f  (ñì. ï. 7.5, 

8.2). Ïîýòîìó, èññëåäóÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà, 
èìååò ñìûñë âñåãäà êîíòðîëèðîâàòü åãî ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü 
ìîùíîñòè. 

4. Êîððåêòíûé àíàëèç äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âîçìîæåí, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåíÿåòñÿ íå 
î÷åíü áûñòðî, òàê, ÷òî çà âðåìÿ âçÿòèÿ âûáîðêè (îáúåìîì, äîñ-
òàòî÷íûì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðèåìëåìîé îöåíêè ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ. 
Ïðèåìëåìîé îöåíêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü 

îöåíêó, ïîëó÷àåìóþ ïðè îáúåìå âûáîðêè N , ñîäåðæàùåé íå ìå-
íåå ñîòíè íåçàâèñèìûõ îòñ÷åòîâ. 

5. Ðàñ÷åò îöåíêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ *( )F x  óäîáíî ïðî-

âîäèòü ïóòåì ðàíæèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè 1 2, , , Nx x x  è 

ïîñòðîåíèÿ îöåíêè *( )F x  â âèäå ñòóïåí÷àòîé ñ øàãîì 1 / N  

ôóíêöèè îò ðàíæèðîâàííîé âûáîðêè 1 2, , , Nw w w . 
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6. Âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîå èñïîëüçîâàíèå èñõîä-
íûõ äàííûõ. Ïàðàìåòðû ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè õàðàêòå-
ðèçóþò äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé âî âðå-
ìåíè (èëè ïðîñòðàíñòâå). Ïîýòîìó ïåðåòàñîâûâàòü äàííûå íåëüçÿ. 

Â ñâÿçè ñ óêàçàííîé ñïåöèôèêîé ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé 
íåóñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èõ 
èñïîëüçîâàíèå äëÿ àíàëèçà äàííûõ. Åñëè äàííûå íå ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé ïðîöåññ, ðàçâèâàþùèéñÿ âî âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâå, áåñ-
ñìûñëåííî ïðîâîäèòü îöåíêó èõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 
Ýòî êàñàåòñÿ, íàïðèìåð, äàííûõ ïåðåïèñè íàñåëåíèÿ.  

7. Ðåçóëüòàòû îöåíîê ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íîñÿò 
îðèåíòèðîâî÷íûé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â äîñòàòî÷íî 
øèðîêèõ ïðåäåëàõ ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé. Ïîýòîìó äëÿ îáîñíî-
âàííîãî èñïîëüçîâàíèÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå òåõ èëè 
èíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè äàííûõ (îñîáåííî ïðè 
áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè) íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ 
èõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  4 

ИСТОРИЯ ФОРМИРОВАНИЯ 
ТЕОРИИ ГИПЕРСЛУЧАЙНЫХ ЯВЛЕНИЙ  

 
 
 

 
Èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäøèå ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè ãèïåðñëó-

÷àéíûõ ÿâëåíèé, íà÷àëèñü íà ðóáåæå 70–80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî 

ñòîëåòèÿ, êîãäà àâòîð íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè, ðàáîòàâøèé â òî 

âðåìÿ â Êèåâñêîì ÍÈÈ ãèäðîïðèáîðîâ (ÍÏÎ «Ñëàâóòè÷»), ïðè-

íèìàë ó÷àñòèå â ïðîåêòèðîâàíèè ñëîæíîé ãèäðîàêóñòè÷åñêîé 

òåõíèêè, çàíèìàëñÿ îïòèìèçàöèåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé 

îáðàáîòêè ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ 

óñëîâèÿõ è ïðîâîäèë ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñ-

òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â Òèõîì è Ñåâåð-

íîì Ëåäîâèòîì îêåàíàõ. 

Îäíèì èç âîïðîñîâ, êîòîðûé îí ïûòàëñÿ ïðîÿñíèòü, áûë âîï-

ðîñ î ïîòåíöèàëüíîé òî÷íîñòè èçìåðåíèé. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé 

íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà òî÷íîñòü èçìåðåíèé. Ñîãëàñíî 

ýòîé òåîðèè ïîòåíöèàëüíàÿ òî÷íîñòü çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê 

ïîìåõ è îáúåìà âûáîðêè. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè îáúå-

ìà âûáîðêè òî÷íîñòü èçìåðåíèé òåîðåòè÷åñêè ìîæåò ðàñòè äî 

áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, äîáèòüñÿ íà ïðàêòèêå íåîã-

ðàíè÷åííîé òî÷íîñòè íå óäàåòñÿ. 

Íà ýòîì íà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèé ïîëíîñòüþ ðàçîáðà-

òüñÿ â ïðè÷èíàõ ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó òåîðèåé è ïðàêòèêîé íå 

óäàëîñü, îäíàêî áûëî ñîáðàíî ìíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ, êàñàþùèõñÿ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ãèä-

ðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, è íà èõ îñíîâå íà÷àëîñü çàðîæäåíèå 

áóäóùåé òåîðèè. 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ýòàïà èññëåäîâàíèé îòðàæåíû â 

ìîíîãðàôèÿõ [Ãîðáàíü, 2008 (1), Gorban, 1998 (1), 2008 (1)] è öå-

ëîì ðÿäå ÍÈÐ è ÎÊÐ: «Ìîìåíò-ÌÑÏ», «Ïîëå», «Ðèòì», «Âåê-

òîð», «Ñòóãíà», «Çâåçäà», «Ïîëÿíà-Í», «Êåíòàâð», «Ýâåðåñò», «Îð-

áèòà», «Ôîêóñ», «Êåíòàâð-ÑÊ», «Âÿòêà-Ê», «Ñêîðïåíà», «Ëó÷», 

«Ëó÷-3», «Àêóñòèêà», «Àêóñòè÷åñêàÿ òåõíèêà», «Àíàëèç-93-1.7», 

ïðîâîäèìûõ â Êèåâñêîì ÍÈÈ ãèäðîïðèáîðîâ. 



Приложение 4 
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Âòîðîé ýòàï èññëåäîâàíèé îõâàòûâàåò 90-å ãîäû ïðîøëîãî 
ñòîëåòèÿ è ñâÿçàí ñ ïðîâîäèìûìè â Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìàøèí è ñèñòåì (ÈÏÌÌÑ) ÍÀÍ Óêðàèíû ÍÈÐ 
«²ÃÔ-1ÓÀ», «Àòëàíò-À», «Àòëàíò-Ä», «Öåðáåð» è «Ìîäåëü». Â 
ðàìêàõ ýòèõ òåì áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ 
îñîáåííîñòåé ðàçíîîáðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, â ÷àñòíîñòè 
ðå÷åâûõ, ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ è ðàäèîëîêàöèîííûõ, è ðàçðàáîòàíû 
íîâûå ìåòîäû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. 

Òðåòèé, îñíîâíîé, ýòàï èññëåäîâàíèé íà÷àëñÿ íà ðóáåæå ñòî-
ëåòèé è âûïîëíÿëñÿ â ÈÏÌÌÑ ÍÀÍ Óêðàèíû â ðàìêàõ ÍÈÐ 
«Äèàãíîñòèêà», «Ïîèñê», «Ìîäåëü-2», «Ìîâà», «Ïîòåíöèàë» è 
ÎÊÐ «ÌÐ-244-2Ì». Èìåííî íà ýòîì ýòàïå âîçíèêëî ïîíÿòèå ãè-
ïåðñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ è òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ïðè-
îáðåëà ñîâðåìåííûé âèä. 

Ïóáëèêàöèè. Èññëåäîâàíèþ íàðóøåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è èõ îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ ãè-
ïåðñëó÷àéíûõ ìîäåëåé ïîñâÿùåíî íåìàëî ðàáîò. 

Ïåðâàÿ ìîíîãðàôèÿ ïî òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé âû-
øëà â 2007 ã. [Ãîðáàíü, 2007 (1)], âòîðàÿ – â 2011 ã. [Ãîðáàíü, 
2011 (1)]. 

Ïðèêëàäíûì âîïðîñàì íîâîé òåîðèè ïîñâÿùåíû ìîíîãðà-
ôèè, íàïèñàííûå ñîòðóäíèêàìè Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî 
óíèâåðñèòåòà Óêðàèíû «ÊÏÈ» Þ.Ô. Çèíüêîâñêèì è Á.Ì. Óâà-
ðîâûì [Óâàðîâ, Ç³íüêîâñüêèé, 2011 (1–3)]. 
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ПОСЛЕСЛОВИЕ 
 
 
 
 
 
 

 
Ãèïîòåçà àáñîëþòíîé (èäåàëüíîé) ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîðîäèâøàÿ â ñâîå âðåìÿ êëàññè÷åñ-
êóþ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó, íå íà-
õîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî âåðîÿòíîñòü – ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ, íå 
èìåþùàÿ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, è â ðåàëüíîì ìèðå èìååò 
ìåñòî íå àáñîëþòíàÿ, à îãðàíè÷åííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè ñòàòèñòèê (èõ 
íåñîñòîÿòåëüíîñòè). 

Ïîèñê àäåêâàòíûõ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ 
ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è ïîëåé ñ ó÷åòîì íàðóøåíèé ñòà-
òèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðèâåë ê ïîÿâëåíèþ íîâîé ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, ïðåäëàãàþùåé 
íîâûé âçãëÿä íà îêðóæàþùèé ìèð è íîâûå ïóòè åãî ïîçíàíèÿ. 

Òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé íå ïåðå÷åðêèâàåò äîñòèæå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè, à äîïîëíÿåò èõ, ðàñïðîñòðàíÿÿ ïîëîæåíèÿ ýòèõ äèñ-
öèïëèí íà ñëó÷àé, èìè íå ðàññìàòðèâàåìûé: îòñóòñòâèå ñõîäè-
ìîñòè ñòàòèñòèê. 

Îãðàíè÷åííîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ 
ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè è ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Ïîñêîëü-
êó çà÷àñòóþ îáúåìû âûáîðêè íåâåëèêè, ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè 
îáåñïå÷èâàþò ðåøåíèå ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïðèåìëåìîé 
òî÷íîñòüþ. Êàê ïðàâèëî, ýòè ìîäåëè ïðîùå, ÷åì ãèïåðñëó÷àé-
íûå ìîäåëè è ïîòîìó ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè 
îêàçûâàþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. 

Ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè èìåþò ÿâíûå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä 
ñòîõàñòè÷åñêèìè è äðóãèìè  áîëåå ïðîñòûìè ìîäåëÿìè â òåõ 
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé õàðàêòåð ôåíîìåíà 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, – îáû÷íî ïðè áîëüøèõ èíòåðâà-
ëàõ íàáëþäåíèÿ è áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðêè. 

Ïîýòîìó ïåðâîî÷åðåäíàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ãèïåðñëó÷àé-
íûõ ìîäåëåé ñâÿçàíà ñî ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé ðàçëè÷íûõ 



Послесловие  
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ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ýëåêòðè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ, ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ, àêóñòè÷åñêèõ, ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ, ñåéñìîàêóñòè÷åñêèõ, 
ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è äð.) áîëüøîé äëèòåëüíîñòè, à òàêæå ñ âû-
ñîêîòî÷íûìè èçìåðåíèÿìè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïðîãíîçèðî-
âàíèåì ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-
áîòêè áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ. 

Ãèïåðñëó÷àéíûå ìîäåëè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òàêæå 
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñîáûòèé, âåëè÷èí, ïðîöåññîâ è 
ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ìàëîñòè îáúåìà ñòàòèñ-
òè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íåëüçÿ ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûå îöåíêè ïà-
ðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê, à ìîæíî ëèøü óêàçàòü ãðàíèöû, â êî-
òîðûõ îíè íàõîäÿòñÿ. 

Òåîðèÿ ãèïåðñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé çàòðàãèâàåò ìàëîèçó÷åííóþ 
îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êàñàþùóþñÿ íàðóøåíèÿ ñõîäèìîñòè è 
ìíîãîçíà÷íîñòè. Ðàçðàáîòàííûå â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ìîíîãðà-
ôèè ïîäõîäû ê àíàëèçó ðàñõîäÿùèõñÿ è ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé 
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ðàñõîäÿùèõñÿ è ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ 
òàêîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîé, äàëåêî âûõî-
äÿùåé çà ðàìêè ñòàòèñòèêè. 

Îãðàíè÷åííûé õàðàêòåð ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óêàçû-
âàåò íà íåîáõîäèìîñòü ïåðåñìîòðà ïîëîæåíèé ôèçè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèí, â êîòîðûõ ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè è ñõîäèìîñòè èãðàþò 
êëþ÷åâóþ ðîëü: ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, 
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ó÷åò íàðóøåíèé 
ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê íîâûì íàó÷íûì 
ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëÿþùèì èíòåðåñ, êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ 
ïðàêòèêè. 
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СПИСОК ОСНОВНЫХ  
УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ  

 
 
 

Операторы 

D[ ]X  – äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

M[ ]X  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

M [ ], M [ ]i sX X

  

– íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

M [ ], M [ ]I SX X  – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö 
ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

0M [ ]X  – óñðåäíåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãðàíèö ðàñïðå-
äåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

M [ ( )]T X t  – ñðåäíåå ôóíêöèè Õ(t) íà èíòåðâàëå T  

M [ ( )]X t  – ñðåäíåå ôóíêöèè Õ(t) íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå t  

{ }P A  – âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ A 

( )P A  – âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A 

,( ) ( )
I S

P A P A  – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A 

Специальные математические знаки 

inf, sup – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû 

lim N
N

X


 – îáû÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

1, , NX X  (ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (ïî÷òè íà-

âåðíîå)) 

l . i .m . N
N

X


 – îáû÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí 1, , NX X  (ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì) 

LIM N
N

x


 – îáîáùåííûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåòåðìèíèðî-

âàííûõ âåëè÷èí 1, , Nx x  

LIM N
N

X


 – îáîáùåííûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ 

èëè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1, , NX X  (ñõîäèìîñòü ñ 

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà) 

L.I.M. N
N

X


 – îáîáùåííûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ 

èëè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 1, , NX X  (ñõîäèìîñòü â 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì) 

sgn( )x  – çíàê ÷èñëà õ 

sign[ ]x   – ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî ñêà÷êà  

  – äëÿ âñåõ 
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   – ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå 

   – ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå 

   – ïóñòîå ìíîæåñòâî 

  – çíàê ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 

 X   – ìíîæåñòâî Õ 

x  – òèëüäà – ïîä÷åðêèâàåò ìíîãîçíà÷íîñòü âåëè÷èíû 

*   – îöåíêà âåëè÷èíû    


  – âåëè÷èíà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ   

1( , , )Nx x  – âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè 1, , Nx x  

 1, , NX X
  

– ìíîæåñòâî èëè óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòà-

ìè 1, , NX X  

Функции 

,ix sxD D  – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äèñïåðñèè ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû Õ 

,Ix SxD D  – äèñïåðñèè íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

( )f x  – ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

( / )f x g èëè / ( )x gf x  – ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è-

                         íû Õ â óñëîâèÿõ g 

( ), ( )I Sf x f x    –   ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö 

                         ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

0( )f x   – ñðåäíåå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ãèïåðñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

( )F x   – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Õ 

( ), ( )I SF x F x

 

– íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãè-
ïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

( / )F x g èëè / ( )x gF x  – óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé 

                          âåëè÷èíû Õ â óñëîâèÿõ g 

( / , )F x m D  – ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì m è äèñïåðñèåé D 

( )F x   – ðàçíîñòü ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû 

0( )F x   – ñðåäíåå ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Õ 

1 2 1 2( , ), ( , )ix sxK t t K t t  – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 

                          ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè Õ(t) 

1 2 1 2( , ), ( , )Ix SxK t t K t t  – êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íèæíåé è âåðõíåé ãðà-

                          íèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè Õ(t) 

1 2 1 2( , ), ( , )Ixy SxyK t t K t t  – âçàèìíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íèæíåé è âåðõ-

                              íåé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Õ(t) è Y(t) 
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ixm , sxm   – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 
ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

Ixm , Sxm   – ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

1 Lim   ,
1 Lsm    – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû íà÷àëüíîãî ìîìåíòà ïî-

                          ðÿäêà  = 1 + … + L ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

1
,

LIm   1 LSm    – íà÷àëüíûå ìîìåíòû íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ïî-

                          ðÿäêà  = 1 + … + L ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

( )Q j x   – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

( / )xQ j g  – óñëîâíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X â óñëîâèÿõ g 

( ), ( )I x S xQ j Q j   – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö 

                               ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ 

0( )xQ j  – ñðåäíåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X 

1 2 1 2( , ), ( , )Ix Sxr t t r t t  – íîðìèðîâàííûå êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè íèæíåé è 

                          âåðõíåé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè X(t) 

1 2 1 2( , ), ( , )Ix SxR t t R t t  – êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè íèæíåé è âåðõíåé ãðà-

                          íèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè Õ(t) 

( ), ( )ixx sxxf fS S   –  íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè 

                          ìîùíîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè Õ(t) 

( ), ( )Ixx Sxxf fS S  –  ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè íèæíåé è âåðõíåé 

                           ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè Õ(t) 

( ), ( )Ixy Sxyf fS S   –  âçàèìíûå ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè íèæíåé è 

                          âåðõíåé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Õ(t) è Y(t) 

 – äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà 

2 2( ), ( )ixy sxyf f   – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíò-

                             íîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Õ(t) è Y(t) 
2 2( ), ( )Ixy Sxyf f  – ôóíêöèè ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè íèæíåé è âåðõíåé 

                          ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Õ(t) è Y(t) 

1 Li    , 
1 Ls     – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ 

                          ïîðÿäêà 
1 L

        ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

1 LI    , 
1 LS     – öåíòðàëüíûå ìîìåíòû íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö 

                          ïîðÿäêà  
1 L
      ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 

Ô(õ) – ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé 
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— — íåêîððåëèðîâàííûå 191 
— — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 195 
— — îðòîãîíàëüíûå 192 
— — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 195 
— — ðàâíûå 182 
— — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 182 
âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 285, 

296 
âûáîðêà ãèïåðñëó÷àéíàÿ 254 
— èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 253 
— íåîäíîðîäíàÿ 254 
— îäíîðîäíàÿ 254 
— ñëó÷àéíàÿ 63 

Ã 

Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ãèïåðñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû 253 

ãèïîòåçà àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëü-
íûõ ÿâëåíèé ãèïåðñëó÷àéíûìè ìî-
äåëÿìè (ãèïåðñëó÷àéíîñòè) 14, 46, 54 

— — — — — äåòåðìèíèðîâàííûìè ìî-
äåëÿìè 50 

— — — — — èíòåðâàëüíûìè ìîäåëÿìè 
53 

— — — — — ñëó÷àéíûìè (ñòîõàñòè÷åñ-
êèìè) ìîäåëÿìè (ñòîõàñòè÷íîñòè) 
10, 52 
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— àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 43 
— èäåàëüíîé (àáñîëþòíîé) ñòàòèñòè-

÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 11, 33, 44 
— îãðàíè÷åííîé ñòàòèñòè÷åñêîé óñ-

òîé÷èâîñòè 14, 45 
— ôèçè÷åñêàÿ 10, 33, 43 
ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè 168 
— — âåðõíÿÿ 168 
— — íèæíÿÿ 168 
— âçàèìíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåê-

òðà ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 224 
— âçàèìíîé êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè 

ðåàëèçàöèé ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé 231 

— — êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ðåà-
ëèçàöèé ýðãîäè÷åñêèõ ãèïåðñëó-
÷àéíûõ ôóíêöèé 231 

— äèñïåðñèè 180 
— — âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû 193 
— — ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 203 
— — ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû 180 
— äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 351 
— êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ãèïåð-

ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 204 
— — — ðåàëèçàöèé ýðãîäè÷åñêîé ãè-

ïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 230 
— êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ãèïåðñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè 204 
— — — ðåàëèçàöèé ýðãîäè÷åñêîé 
   ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 230 
— êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè 194 
— ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âåê-

òîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 
193 

— — —  ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 204 
— — — ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû 180 
— — — ôóíêöèè ãèïåðñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû 179 
— — — — — ôóíêöèè 203 
— ìîìåíòà 179 
— — êîâàðèàöèîííîãî 194 
— — êîððåëÿöèîííîãî 194 
— — íà÷àëüíîãî 179, 194, 203 
— — öåíòðàëüíîãî 180, 194, 204 
— ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 179 

— ñìåøàííîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà 
âòîðîãî ïîðÿäêà âåêòîðíîé ãèïåð-
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 194 

— — öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà âòîðîãî 
ïîðÿäêà 194 

— ñðåäíåãî êâàäðàòà ïîãðåøíîñòè 
343 

— — ðåàëèçàöèé ýðãîäè÷åñêîé ãèïåð-
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 230 

— ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíå-
íèÿ âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû 194 

— — — ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû 180 

— óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
âåêòîðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû 188 

— ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïåðñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû âåêòîðíîé 186 

— — — — — ñêàëÿðíîé 175 
— — — — — ôóíêöèè 199 
— — ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãèïåð-

ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé 225 
— ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ãèïåðñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè 223 

Ä 

Äâèæåíèå ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå 
161 

äåòåðìèíèçì Ëàïëàñà 50 
äèñïåðñèÿ ãðàíèöû ãèïåðñëó÷àéíîãî 

âåêòîðà 190 
— — ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñêà-

ëÿðíîé 178 
— — — ôóíêöèè 201 
— óñëîâíàÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû 175 
— — — ôóíêöèè 198 

Å 

Åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðà ñòà-
òèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 78 

Ç 

Çàäà÷à Êîøè 51 
çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
312 
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— — — — — ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 307 
— — — — — — ñîáûòèé 306 
— — — — — — ÿâëåíèé 306 
— — — óñèëåííûé 308 
çíà÷åíèå âûáîðî÷íîå (ðåàëèçàöèÿ) 

254 
— äåéñòâèòåëüíîå 334 
— èñòèííîå 333 
çîíà íåîïðåäåëåííîñòè 59 

È 

Èçìåðåíèå êîñâåííîå 360 

èíòåãðàë íåîïðåäåëåííûé îò ìíî-

ãîçíà÷íîé ôóíêöèè 302 

— îïðåäåëåííûé îò ãèïåðñëó÷àéíîé 

ôóíêöèè 213 

— — — ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 302 

èíòåðâàë äîâåðèòåëüíûé 351 

— ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 86 

èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó 348 

Ê 

Êëàññèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé 61 

— íåîïðåäåëåííîñòåé 57 

êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ãðàíèöû 

ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 202 

— — — — — íîðìèðîâàííàÿ 202 

êîíöåïöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî óñ-

òðîéñòâà ìèðà 52 

— ãèïåðñëó÷àéíîãî óñòðîéñòâà ìèðà 

14, 46, 54 

— íåîïðåäåëåííîñòè 336 

— ïîãðåøíîñòè 332 

— óñòðîéñòâà ìèðà íà ñëó÷àéíûõ 

(ñòîõàñòè÷åñêèõ) ïðèíöèïàõ 11, 44 

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ãðàíèöû 

ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 202 

— — ìãíîâåííîãî ñïåêòðà ãèïåðñëó-

÷àéíîé ôóíêöèè óñëîâíàÿ 223 

êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ãðàíèöû 

191 

— — óñëîâíûé 185 

êðèâàÿ èíòåãðàëüíàÿ 51 

êðèòåðèé íàðóøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñ-

êîé óñòîé÷èâîñòè 86 

Ì 

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãðàíèöû 
âåêòîðíîé ôóíêöèè ãèïåðñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà 190 

— — — ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 190 
— — — ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 177 
— — — — ôóíêöèè 201 
— — —  ôóíêöèè 177 
— — — — ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 200 
— — óñëîâíîå 175 
— — — ôóíêöèè âåêòîðíîé 184 
— — — — ãèïåðñëó÷àéíîé 198 
ìíîãîçíà÷íîñòü (íåîäíîçíà÷íîñòü) 

14 
ìîäåëü 52 
— àäåêâàòíàÿ 52 
— äåòåðìèíèðîâàííàÿ 52 
— èçìåðåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíî-ãèïåð-

ñëó÷àéíàÿ 352 
— — äåòåðìèíèðîâàííî-ãèïåðñëó÷àé-

íàÿ 340 
— — äåòåðìèíèðîâàííî-èíòåðâàëüíàÿ 

341 
— — äåòåðìèíèðîâàííî-ñëó÷àéíàÿ 

335 
— — ñëó÷àéíî-ãèïåðñëó÷àéíàÿ 340 
— — ñëó÷àéíî-ñëó÷àéíàÿ 340 
— íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ (íåîïðåäå-

ëåííàÿ) 52 
— îöåíêè àääèòèâíàÿ 358 
— — ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ 359 
— øóìà áåëîãî ãàóññîâñêîãî 30 
ìîìåíò ãðàíèöû êîâàðèàöèîííûé 

191 
— — êîððåëÿöèîííûé 191 
— — íà÷àëüíûé 178 
— — ðàñïðåäåëåíèÿ 177 
— — öåíòðàëüíûé 178 
— óñëîâíûé êîâàðèàöèîííûé 185, 

199 
— — êîððåëÿöèîííûé 185, 199 
— — íà÷àëüíûé 175 
— — öåíòðàëüíûé 175 

Í 

Íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè 189, 
200 

— ïîïàðíàÿ 200 
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íåîïðåäåëåííîñòü 57 
— èçìåðåíèÿ 337 

— — ïî òèïó A  337 

— — ïî òèïó B  337 
— — ðàñøèðåííàÿ 337 
— — ñóììàðíàÿ ñòàíäàðòíàÿ 338 
íåðàâåíñòâî Êðàìåðà–Ðàî äëÿ ñëó-

÷àéíûõ îöåíîê 348 

Î 

Îáúåì âûáîðêè êðèòè÷åñêèé 373 
îòñ÷åòû ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

íåêîððåëèðîâàííûå ïðè âñåõ óñëî-
âèÿõ 204 

— — —  îðòîãîíàëüíûå ïðè âñåõ óñëî-
âèÿõ 204 

îöåíêà ãèïåðñëó÷àéíàÿ ãèïåðñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû 352 

— — — — äîñòàòî÷íàÿ 371 
— — — — èíòåðâàëüíàÿ 371 
— — — — íåñìåùåííàÿ 362 
— — — — ñìåùåííàÿ 362 
— — — — ñîñòîÿòåëüíàÿ 363 
— — — — òî÷å÷íàÿ 354 
— — — — ýôôåêòèâíàÿ 364, 369 
— — äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíû 

äîñòàòî÷íàÿ 349 
— — — — èíòåðâàëüíàÿ 349 
— — — — íåñìåùåííàÿ 342 
— — — — ñìåùåííàÿ 342 
— — — — ñîñòîÿòåëüíàÿ 344 
— — — — òî÷å÷íàÿ 341 
— — — — ýôôåêòèâíàÿ 346, 348 
— ãèïåðñëó÷àéíîãî òèïà 344 
— ñëó÷àéíîãî òèïà 344 

Ï 

Ïàðàìåòð äåòåðìèíèðîâàííûé 55 
— íåäåòåðìèíèðîâàííûé (èíäåòåð-

 ìèíèðîâàííûé, íåîïðåäåëåííûé) 
 55 

— ñòàòèñòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè 
77, 78, 80, 81 

— Õåðñòà 162 
ïåðâîîáðàçíàÿ (ïðèìèòèâíàÿ) ìíî-

ãîçíà÷íîé ôóíêöèè 302 
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû 

ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 176 

— — — — — âåêòîðíîé 186 
— — — — — ñêàëÿðíîé 176 

— — — — — óñëîâíàÿ 188 
— — — — ôóíêöèè 199 
— — óñëîâíàÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû âåêòîðíîé 183 
— — — — — ñêàëÿðíîé 174 
— — — — ôóíêöèè 198 

ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ 333 
— — ãèïåðñëó÷àéíàÿ 341 
— ãðóáàÿ (ïðîìàõ) 335 

— — èíòåðâàëüíàÿ 357 
— — íåîïðåäåëåííàÿ (ñòàòèñòè÷åñêè 

íåïðîãíîçèðóåìàÿ) 346, 357 

— — ïðîãðåññèðóþùàÿ (äðåéôîâàÿ) 
334 

— — ñèñòåìàòè÷åñêàÿ 333, 342, 357 

— — ñëó÷àéíàÿ 333, 345, 357 
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 266 
— îäíîçíà÷íàÿ ìíîãîçíà÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè 289 
ïîëå áîðåëåâñêîå 9, 41 
— ãèïåðñëó÷àéíîå 197 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîçíà÷íàÿ 
284 

— — ñõîäÿùàÿñÿ ê ìíîæåñòâó ÷èñåë 

292 
— — — — ÷èñëó 292 
— — ðàñõîäÿùàÿñÿ 292 

— ðàñõîäÿùàÿñÿ 267 
— ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâàÿ (íå-

ñòàáèëüíàÿ) 75, 77 

— — — â øèðîêîì ñìûñëå 86 
— — — ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó 77 
— — óñòîé÷èâàÿ (ñòàáèëüíàÿ) 75, 77 

— — — â øèðîêîì ñìûñëå 86 
— — — ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäíåìó 77 
— ñõîäÿùàÿñÿ 267 

ïîòîê ôàçîâûé 51 
ïðåäåë îáîáùåííûé 271  
— ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàèáîëüøèé 

267 
— — íàèìåíüøèé 267 
— ôóíêöèè 265 

— ÷àñòè÷íûé 267 
— — ìíîãîçíà÷íîé ïîñëåäîâàòå-

ëüíîñòè 289 

— — — ôóíêöèè 290 
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ïðåîáðàçîâàíèå Âèíåðà–Õèí÷èíà 
95 

— — — îáîáùåííîå 95 
ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà 

161 
ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà øåñòàÿ 39 
ïðîãíîç ñòàòèñòè÷åñêèé àáñîëþòíî 

òî÷íûé 38 
ïðîèçâåäåíèå ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 243 
ïðîèçâîäíàÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóí-

êöèè 213 
— ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè 297 
— ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 208 
ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíîå 9, 47  
— ñîñòîÿíèé (ôàçîâîå) 41, 196 
ïðîöåññ àíòèïåðñèñòåíòíûé 162 
— ãèïåðñëó÷àéíûé 197 
— ïåðñèñòåíòíûé 162 
— ñòàòèñòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé (íå-

ñòàáèëüíûé) 76 
— — óñòîé÷èâûé 76 
— ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå 

95 
— ôðàêòàëüíûé (ñàìîïîäîáíûé) 161 

Ð 

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ 100 
ðàçíîñòü ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

243 
ðàçðÿä (êëàññîâûé èíòåðâàë) 273 
ðåàëèçàöèÿ 253 
— ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 196 
— ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 42 
ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ 333 
ðåøåíèå îáùåå 51 
— ÷àñòíîå 51 
ðÿä âàðèàöèîííûé (ñòàòèñòè÷åñêèé) 

255 
— ðàíæèðîâàííûé 255 

Ñ 

Ñâîéñòâî ýìåðäæåíòíîñòè 28 
ñå÷åíèå 41, 196 
ñå÷åíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

íåçàâèñèìûå 199 
— — — — â ñîâîêóïíîñòè 200 
— — — íåêîððåëèðîâàííûå 202 

— — — îðòîãîíàëüíûå 202 
ñèñòåìà 28 
— äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àâ-

òîíîìíàÿ 50 
— — — íîðìàëüíàÿ 50 
— îòêðûòàÿ 166 
ñîáûòèå ãèïåðñëó÷àéíîå 12, 45 
— — íåçàâèñèìîå 171 
— — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 171 
— ñëó÷àéíîå 9, 41 
ñîâîêóïíîñòü âûáîðî÷íàÿ 253 
ñïåêòð ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

ìãíîâåííûé 222 
— ãëàâíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåííîãî 

èíòåãðàëà 303 
— êîìïëåêñíûé ïðîöåññà 93 
— ìîùíîñòè ãèïåðñëó÷àéíîé ôóíêöèè 

óñëîâíûé 223 
— — ãèïåðñëó÷àéíûõ ôóíêöèé óñëîâ-

íûé âçàèìíûé 224 
— — ïðîöåññà 93 
— ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 271 
— — äèñêðåòíûé 271 
— — íåïðåðûâíûé 271 
— — ñìåøàííûé (äèñêðåòíî-íåïðå-

ðûâíûé) 271 
— ïðåäåëüíûõ òî÷åê (÷àñòè÷íûõ ïðå-

äåëîâ) 271 
— ÷àñòîò çíà÷åíèé ðàçðÿäà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè 274 
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè 

ãðàíèöû 219 
— — — ïðîöåññà 94 
ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ìîùíîñòè 

ãðàíèö âçàèìíûå 221 
ñðåäíåå ãðàíèö ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 
189 

— — — — ñêàëÿðíîé ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû 177 

— äèñïåðñèè ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ 
ïîãðåøíîñòè 369 

— äèñïåðñèé ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû 178 

— çíà÷åíèå ôóíêöèè 230 
— êîâàðèàöèîííûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö 

193 
— êîððåëÿöèîííûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö 

193 
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— ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ãðàíèö 
ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 178 

— — — — ôóíêöèè 178 
— íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö ãè-

ïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 192 
— îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû êâàäðàòà 

ïîãðåøíîñòè 370 
— ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé 

ãðàíèö ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 
178 

— öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ ãðàíèö ãè-
ïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 193 

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 
ãðàíèöû ãèïåðñëó÷àéíîãî âåêòîðà 
190 

— — — ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 178 
— — — — ôóíêöèè 201 
ñòàòèñòèêà 9, 63 
ñóììà ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 243 
ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ê 

èíòåðâàëó 312 
— ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îáîáùåííîì 

ñìûñëå 271 
— ôóíêöèè â îáîáùåííîì ñìûñëå 

279 
— — ê èíòåðâàëó 280 
— âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ 38 
— ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-
êîì 210 

— — — — ïî âåðîÿòíîñòè 210 
— — — — — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 209 
— — — — ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1) 210 
— — — ôóíêöèé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-

êîì 212 
— — — — ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1) 212 
— — ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêîì 206 
— — — — ïî âåðîÿòíîñòè 206 
— — — — — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 206 
— — — — ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1) 207 
— — — ôóíêöèé â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-

êîì 207 
— — — — ïî÷òè íàâåðíîå (ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1) 27 

Ò 

Òåîðåìà Áàéåñà 171 
— Áåðíóëëè 306 
— ãèïîòåç 171 
— Ãëèâåíêî (îñíîâíàÿ ìàòåìàòè÷åñ-

êîé ñòàòèñòèêè) 63 
— Êîëìîãîðîâà 308 
— Ëèíäåáåðãà–Ôåëëåðà 320 
— Ìàðêîâà 307 
— î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ 272 
— — ñïåêòðå ÷àñòîò çíà÷åíèé ðàçðÿäà 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 275 
— — ñõîäèìîñòè ãðàíèö ñðåäíåãî ãè-

ïåðñëó÷àéíîé âûáîðêè 312 
— ñëîæåíèÿ 170 
— óìíîæåíèÿ 171 
— Õèí÷èíà 307 
— öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ 320 
— — — äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí 320 
— — — — — ãèïåðñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 

324 
— ×åáûøåâà 307 
òåîðèÿ (äèñöèïëèíà) ìàòåìàòè÷åñ-

êàÿ 42 
— ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ 43 
òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ 332 
— òî÷å÷íîé îöåíêè 341 

Ó 

Óñëîâèå Ëèíäåáåðãà 320 
óñëîâèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåïðîãíîçè-

ðóåìûå 38 
— îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå 37 
óñòîé÷èâîñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ â óç-

êîì ñìûñëå 83 
— — — øèðîêîì ñìûñëå 84 
— — ñðåäíèõ çíà÷åíèé 30 
— — ÷àñòîòû ñîáûòèé 26 

Ô 

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè 171 
ôëèêêåð-øóì 160 
— íåðàâíîâåñíûé 161 
— ðàâíîâåñíûé 161 
ôðàãìåíò ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàð-

íûé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 228 
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ôóíêöèÿ âûáîðî÷íàÿ 42 
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ðàòè÷åñêîì 213 
— — èíòåãðèðóåìàÿ 213 
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÷åñêîì 213 
— — ñîâìåñòíî ñòàöèîíàðíî ñâÿçàí-

íûå â øèðîêîì ñìûñëå 218 
— — — — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 216 
— — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå 

(ñòðîãî) 217 
— — — — — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 215 
— — — â øèðîêîì ñìûñëå 218 
— — — — — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 215 
— — íåñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå 

217 
— — ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêàÿ ïðè 

âñåõ óñëîâèÿõ 232 
— — ýðãîäè÷åñêàÿ ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 

229 
— ìíîãîçíà÷íàÿ 284 
— — äèôôåðåíöèðóåìàÿ 298 
— — íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå 295 
— — — íà èíòåðâàëå 295 
— — ðàçëîæèìàÿ ïî âåòâÿì 297 
— ìîìåíòíàÿ ãðàíèöû 200 
— — — íà÷àëüíàÿ 200 
— — — öåíòðàëüíàÿ 201 
— ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íàÿ (ýìïè-

ðè÷åñêàÿ) 34 
— — èíòåðâàëüíàÿ 276 
— — ïðåäåëüíûõ òî÷åê 277 
— — — — ìíîãîçíà÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè 291 
— — óñëîâíàÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû 174 
— — — — ôóíêöèè 198 
— — ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 34, 42 
— — — ôóíêöèè 42 
— — ôðàãìåíòàðíî-ãàóññîâñêàÿ 323 
— ñëó÷àéíàÿ 9, 41 
— — âåêòîðíàÿ 41 
— — âòîðîãî ïîðÿäêà 207 
— — äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêîì 208 
— — èíòåãðèðóåìàÿ 208 
— — íåïðåðûâíàÿ 208 

— — ñêàëÿðíàÿ 41 
— — ôðàãìåíòàðíî-ýðãîäè÷åñêàÿ 228 
— — ýðãîäè÷åñêàÿ 226 
— — — ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðèàöèîí-

íîé ôóíêöèè 227 
— — — — — — ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäà-

íèþ 226 
— ñõîäÿùàÿñÿ ñëåâà 293 
— — ñïðàâà 294 
— ðàñõîäÿùàÿñÿ ñëåâà 293 
— — ñïðàâà 294 
— ÷àñòîòíîé êîãåðåíòíîñòè ãðàíèö 

222 

Õ 

Õàðàêòåðèñòèêà 56 
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãðàíè-

öû ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âåê-
òîðíîé 186 

— — — — — ñêàëÿðíîé 176 
— — — — — óñëîâíàÿ 188 
— — — — ôóíêöèè 199 
— — óñëîâíàÿ ãèïåðñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû âåêòîðíîé 183 
— — — — — ñêàëÿðíàÿ 174 
— — — — ôóíêöèè 198 

Ö 

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà 
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí 324 

— — — — — ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 320 

× 

×àñòíîå îò äåëåíèÿ ãèïåðñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû íà ãèïåðñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó 243 

÷àñòîòà çíà÷åíèé ðàçðÿäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè 273 

Ø 

Øóì áåëûé ãèïåðñëó÷àéíûé 220 
— — — ïðè âñåõ óñëîâèÿõ 224 
— ôðàêòàëüíûé ãàóññîâñêèé 162 
— öâåòíîé (ôèîëåòîâûé, ñèíèé (ãî-

ëóáîé), áåëûé, ðîçîâûé, êîðè÷íå-
âûé (êðàñíûé), ÷åðíûé) 159 



Предметный указатель  
 

 

 434 
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Ýìåðäæåíòíîñòü 28 
— ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 29 
ýíòðîïèÿ 376 
— âåëè÷èíû ãèïåðñëó÷àéíîé 382 
— Ãèááñà 377 
— — èíòåðâàëüíîé 383 
— äèôôåðåíöèàëüíàÿ 378 
—Êîëìîãîðîâà–Ñèíàÿ (Êðûëîâà–
 Êîëìîãîðîâà (Ê-ýíòðîïèÿ)) 377 
— ÌàðêÀðòóðà 377 
—íåîïðåäåëåííîé âåëè÷èíû 380 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

—ñòàòèñòè÷åñêàÿ (Áîëüöìàíà) 376 
— Õàðòëè 377 
— Øåííîíà (èíôîðìàöèîííàÿ (ñðåä-

íÿÿ)) 377 
ýôôåêò ìíîãîëó÷åâîãî ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ êîëåáàíèé 119 
— ìíîãîìîäîâîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

êîëåáàíèé 119 

ß 

ßâëåíèå ãèïåðñëó÷àéíîå 12, 46 
— ñëó÷àéíîå 10, 42 
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